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RESUMO
Neste trabalho é apresentada uma nova abordagem para a simulação da
difusão de calor transiente em um meio contendo heterogeneidades cilíndricas de
multicamadas usando uma formulação que combina o Método dos Elementos de
Contorno e soluções analíticas. As soluções analíticas são incorporadas como
funções de Green particulares, tornando desnecessária a discretização das interfaces
do sistema multicamadas, melhorando assim a eficiência do algoritmo. Foram
desenvolvidos códigos para problemas com uma fonte de calor e domínio externo
infinito, com condições iniciais iguais a zero, onde foi adotada uma abordagem em
2,5D que permite a simulação de fenômenostridimensionais através de um somatório
de soluções 2D mais simples, com diferentes números de onda espaciais. O
fenômeno que se considerou inicialmente foi o de condução e em uma segunda fase
do trabalho, foram consideradas a condução e a convecção em simultâneo. Para a
convecção, considerou-se uma velocidade radial desde o eixo do sistema. Foram
estudados também, problemas bidimensionais para inclusões em um domínio finito
com condições iniciais diferentes de zero, envolvendo somente o fenômeno de
condução. A interação entre os subdomínios heterogêneos e o meio homogêneo
externo é estabelecida pela imposição da continuidade de temperaturas e fluxos de
calor nas interfaces virtuais criadas entre estes.
A solução é primeiramente calculada no domínio da frequência, com uma
formulação obtida através da Transformada de Fourier, para uma ampla faixa de
frequências e números de onda axiais, usando frequências complexas para evitar o
fenômeno de aliasing. As séries temporais podem então ser obtidas por meio de uma
transformada rápida inversa de Fourier.
A precisão, eficiência e estabilidade dos algoritmos propostos são
confirmados pela comparação dos resultados com soluções de referência. A
aplicabilidade deste estudo é então ilustrada através de exemplos numéricos e a
análise das respostas no domínio do tempo mostrou-se consistente com a física do
problema.
Palavras-chave: Método dos elementos de contorno. Solução analítica. Transferência
de calor transiente. Domínio da frequência. 2,5D. Transformada de
Fourier.
ABSTRACT
This work presents a new approach for simulating the transient heat diffusion
in a medium containing multilayered cylindrical heterogeneities using a formulation that
combines the Boundary Element Method and analytical solutions. The analytical
solutions are incorporated as particular Green functions, making it unnecessary to
discretize the multilayer system interfaces, thus improving the efficiency of the
algorithm. Codes were developed for problems with a heat source and infinite external
domain, with initial conditions equal to zero, where a 2,5D approach was adopted that
allows the simulation of three-dimensional phenomenathrough a summastion of simpler
2D solutions, with different spatial wave numbers. The phenomenon that was initially
considered was conduction and in a second phase of the work, conduction and
convection were considered simultaneously. For convection, a radial velocity from the
axis of the system was considered. Two-dimensional problems were also studied for
inclusionsin a finite domain with nonzeroinitial conditions involving only the conduction
phenomenon. The interaction between the heterogeneous subdomains and the
external homogeneous medium is established by imposing the continuity of
temperatures and heat flows on the virtual interfaces created between them.
The solution is first calculated in the frequency domain for a wide range of
frequencies and axial wave numbers, using complex frequencies to avoid the aliasing
phenomenon. The time series can then be obtained by meansof a fast inverse Fourier
transform.
The accuracy, efficiency and stability of the proposed algorithms are confirmed
by comparing the results with reference solutions. The applicability of this study is then
illustrated through numerical examples and the analysis of the responses in the time
domain proved to be consistent with the physics of the problem.
Keywords: 'Boundary element method. Analytical solution. Transient transfer heat.
Frequency domain. 2,5D. Fourier transform.
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O estudo da propagação de calor é importante em diversas áreas da ciência
e uma das referências bibliográficas mais relevantes sobre transferência de calor é o
livro de Carslaw e Jaeger (1959). As soluções de engenharia são elaboradas visando
a performance ótima com relação aos processos e economia de materiais. Sob esse
enfoque, os projetos que são elaborados com maior precisão, permitem uma
concepção mais otimizada e eficiente e o aprimoramento nos métodos relacionados à
transferência de calor, sob o ponto de vista da acurácia e eficiência na sua
implementação, permite uma melhor avaliação do seu comportamento real, trazendo
soluções mais arrojadas e econômicas. As disciplinas da engenharia dedicadas à
transferência de calor, além de se dedicarem à compreensão dos fenômenos,
fomentam o desenvolvimento de métodos de cálculo capazes de simular muitos dos
problemas reais e quanto maiores forem as exigências mais detalhada deverá ser a
sua avaliação. A crescente proliferação dos recursos computacionais tem ocasionado
uma procura constante de ferramentas de cálculo que possuam capacidade de
modelar fisicamente os problemas com o máximo de fidelidade possível, as quais
revelam ser uma alternativa vantajosa em relação às dispendiosas campanhas de
ensaios laboratoriais.
Problemas mais simples, podem ser estudados com o uso de soluções
analíticas (ZHUANG; WERNER; SCHLÚNDER, 1995; BLUCK; WOLFENDALE,
2017). Porém, em geral, a complexidade dos problemas impossibilita a obtenção de
soluções analíticas que governam seus fenômenos físicos, fazendo com que a única
alternativa viável para analisá-los seja a utilização de métodos numéricos com
diferentes complexidades, como o Método dos Elementos de Contorno (MEC)
(BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984; SHI; BANERJEE, 1993; SHEHAB, 2015), o
Método dos Elementos Finitos (MEF) (BATHE, 1976; GARTLING, 1977) e o Método
das Diferenças Finitas (MDF) (FREITAS; ABRANCHES; CRAUSSE, 1996; KHADER;
MEGAHED, 2013). Entre essas técnicas, possivelmente, o MEC é a ferramenta mais
adequada para modelar sistemas infinitos homogêneos contendo inclusões. Ele
satisfaz automaticamente as condições de campo e apenas os contornos das
interfaces e das inclusões precisam ser discretizados, enquanto o MEF e o MDF
exigem a discretização completa do domínio que está sendo estudado, o queleva a
esquemas computacionais numéricos maiores.
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Esse trabalho visa contribuir com estudos no âmbito da transferência de calor,
através do desenvolvimento de algoritmos que permitem o cálculo da difusão de calor
em regime transiente, nas proximidades de inclusões cilíndricas de múltiplas
camadas, inseridas em um meio homogêneoinfinito sujeito a uma fonte de calor com
condiçõesiniciais iguais a zero e problemas com condiçõesiniciais diferentes de zero.
Numa primeira fase foi considerada somente a transferência de calor por condução e
posteriormente por condução e convecção. Alguns casos que possuem configurações
semelhantes a geometria do problema estudado são os cabos elétricos, dutose fibras
óticas. A formulação apresentada nesse trabalho para a condução e convecção,
considera uma velocidade radial. Esse comportamento pode ser observado em veias
e artérias, que sendo sistemas permeáveis, possuem propriedades que permitem a
difusão de fluidos através delas. As fissuras de origem térmica são frequentes em
estruturas de grandes dimensões, como por exemplo em barragens. Sendo assim, é
importante um controle na distribuição de temperatura nessas estruturas e é possível
controlar essas variações térmicas através de perfurações no concreto para inserção
de gases para seu resfriamento, gerando uma convecçãoradial. O estudo através dos
métodos numéricos da distribuição térmica nesses elementos, permite evitar
condições que podem resultar em falhas ocasionando danos ambientais, econômicos
e até mesmo humanos.
A presente tese explora soluções analíticas aplicáveis ao estudo da difusão
de calor em regime permanente e transiente, para um meio que hospeda um sistema
cilíndrico de várias camadas, quando submetidos a fontes de calor, simulando
fenômenos de condução e convecção. As equações analíticas para uma inclusão
composta de um anel, de comprimento infinito, preenchido no seu interior pode ser
encontrada no trabalho de Simões (2006). Nessa tese, essas equações foram
expandidas para o caso genérico de uma inclusão com múltiplos anéis.
Para um problema com múltiplas inclusões, a solução analítica é muito mais
complexa de se obter. Neste trabalho é apresentada uma formulação acoplando o
MEC com essas soluções analíticas que são utilizadas como soluções fundamentais
na modelagem de sistemas contendo inclusões de multicamada. O MEC é então
usado para o domínio ilimitado homogêneo, enquanto as soluções analíticas são
usadas para resolver cada um dos subdomínios confinados não homogêneos. Essa
estratégia combina as vantagens de ambos os métodos em uma única solução. Como
a formulação analítica é incorporada como uma função de Green, evita-se a
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discretização das interfaces do sistema multicamada, melhorando a eficiência do
algoritmo, e o acoplamento com o MEC permite lidar com a interação entre as
inclusões com multicamadas que, na prática, seriam inviáveis de serem resolvidas
apenas com a solução analítica. A interação entre as diferentes heterogeneidades é
estabelecida pela imposição da continuidade de temperaturas e fluxos de calor nas
interfaces virtuais criadas entre o meio sólido infinito homogêneo e cada um dos
subdomínios heterogêneos. Essa estratégia proposta (de acoplamento entre o MEC
e soluções analíticas) pode ser estendida para diferentes problemas com outras
geometrias, para os quais a solução analítica existe ou pode ser definida. Uma
aplicação similar foi desenvolvida por Tadeu et al. (2004) onde a associação desses
dois métodos foi usada para computar a transferência de calor em um sistema com
multicamadas paralelas com inclusões homogêneas.
A maior parte dos trabalhos desenvolvidos para resolver problemas de calor
por difusão transiente foram formulados na abordagem de "marchar no tempo", que
obtém a solução a cada etapa diretamente no domínio do tempo ou empregam a
transformada de Laplace, removendo a derivada dependente do tempo usando uma
variável de transformação. Neste trabalho, a variável dependente do tempo é
removida com a aplicação de uma transformada de Fourier, trazendo resultados para
o domínio da frequência (TADEU; SIMÕES, 2006). As respostas no domínio do tempo
podem ser computadas por meio de uma transformada de Fourier inversa, após a
solução ser obtida para uma sequência de valores do parâmetro de transformação
(SIMÕES; TADEU, 2005). O “aliasing” é impedido usando frequências complexas com
uma pequena parte imaginária, como mencionado por Bouchon e Aki (1977) e
Phinney (1965). Este procedimento também permite o cálculo da resposta no regime
estacionário. As respostas no domínio da frequência são computadas para fontes
unitárias. Isso permite que o efeito de diferentes fontes de calor, com distintas
durações e variações de amplitude, seja simulado sem a necessidade de recalcular
as respostas do MEC no domínio da frequência.
A simulação de fenômenostridimensionais traz um alto custo computacional,
porém, se a geometria do problema permanecer constante em uma direção, a solução
3D completa pode ser expressa como um somatório de soluções 2D mais simples
com diferentes números de onda espaciais. Esse trabalho utiliza essa abordagem que
é frequentemente chamada de problema 2,5D, onde uma transformada de Fourier
espacial na direção em que a geometria não varia é usada para a cálculo da resposta
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(GODINHO; TADEU; SIMÕES, 2004; TADEU; GODINHO, 1999; TADEU; KAUSEL,
2000; TADEU; ANTÓNIO; GODINHO,2001).
1.1 OBJETIVO GERAL
O presente estudo tem como objetivo principal contribuir para o
desenvolvimento de métodos de simulação da transferência de calor envolvendo
condução e convecção, no domínio da frequência e do tempo, com uma formulação
proposta capaz de resolver problemas detransferência de calor em regimetransiente
para anéis concêntricos delimitados por um meio uniforme.
1.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS
a) Apresentação da base teórica e as formulações para problemas de
transferência térmica transiente, utilizando o Método de Elementos de
Contorno para meios homogêneos e as técnicas analíticas para
obtenção do campo de calor gerado por uma fonte atuando na presença
de umainclusão cilíndrica de multicamadas;
b) Implementação de códigos computacionais em três abordagens:
considerando condução isolada, condução e convecção em simultâneo
e problemas de condições iniciais diferentes de zero envolvendo
condução;
c) Validação dos códigos e análise de exemplos.
1.3 METODOLOGIA UTILIZADA
Inicialmente, foi feita uma ampla pesquisa da base teórica e das formulações
envolvendo livros consagrados, teses, artigos científicos e dissertações.
Em seguida, foi feita a implementação de códigos computacionais, em
linguagem Fortran, com uma formulação proposta capaz de resolver problemas de
transferência de calor em regime transiente para anéis cilíndricos concêntricos
delimitados por um meio uniforme. Essa formulação engloba o uso do MEC associado
com soluções analíticas no domínio da frequência. As soluções analíticas são
específicas para problemas que possuem uma geometria simples, envolvendo uma
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configuração circular constituída por múltiplas camadase sujeita a uma fonte de calor.
Para este trabalho, essas soluções foram definidas considerando isoladamente o
fenômeno de condução ou em simultâneo com a convecção, assumindo-se sempre
condições iniciais nulas. Essas soluções analíticas, além de poderem ser
implementadas na resolução de problemas específicos, desempenham nesse
trabalho um papel fundamental no processo de verificação de outras formulações, e
servem também para os modelos baseados no MEC. Para alguns problemas,para os
quais não é possível estabelecer soluções analíticas, desenvolveu-se então, modelos
numéricos baseados no MEC que integram essas soluções analíticas específicas,
trazendo a redução do esforço computacional, uma vez que não é necessário
discretizar as interfaces entre os anéis concêntricos. Na criação destes modelos
numéricos desenvolveu-se a solução de problemas considerando uma fonte de calor
com condições iniciais nulas e problemas que apresentam valores iniciais de
temperatura no domínio espacial não nulos.
Foram feitas então, as validações dos códigos comparando os resultados com
exemplos específicos e a análise de exemplos de aplicação das ferramentas
computacionais desenvolvidas com a discussão dos resultados.
1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO
Este trabalho está organizado em oito capítulos. O primeiro deles, destina-se
a uma contextualização do presente estudo. O segundo, apresenta uma revisão
bibliográfica. O terceiro capítulo é destinado a descrição da transformada de Fourier,
a qual é de suma importância para o desenvolvimento da formulação utilizada nesta
tese.
No quarto capítulo, definem-se as equações governantes para transferência
de calor no domínio da frequência. Em seguida, são apresentadas as soluções
analíticas para a obtenção do campo de calor gerado por uma fonte de calor atuando
na presença de uma inclusão cilíndrica de multicamadas inserida num meio infinito.
Considerou-se inicialmente o fenômeno da condução isoladamente e, em seguida,
simultaneamente com o fenômeno de convecção.
No quinto capítulo, apresenta-se a formulação do Método dos Elementos de
Contorno para a obtenção do campo de calor, no domínio da frequência, gerado por
uma fonte, considerando inicialmente apenas o fenômeno de condução e,
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posteriormente, admitindo a ocorrência simultânea da condução e da convecção.
Essas formulações descritas permitem a análise de propagação de calor para meios
infinitos contendo inclusões de geometria variável. Neste capítulo, também, definem-
se as funções de Green necessárias para a resolução pelo MEC.
No sexto capítulo, a estratégia que acopla o MEC com as soluções analíticas
é então introduzida. Na primeira parte deste capítulo, são impostas condições iniciais
nulas e em seguida é apresentada a formulação para condiçõesiniciais diferentes de
zero com a formulação primeiro envolvendo condução isoladamente. Em uma
segunda parte, analisa-se a formulação para condições iniciais iguais a zero
envolvendo condução e convecção simultaneamente. A validade das funções
propostas neste capítulo é analisada comparando os resultados obtidos no domínio
da frequência com as soluções fornecidas pela formulação descrita no Capítulo 4 e
foram feitas também algumas verificações adicionais no domínio do tempo. Em
seguida, neste capítulo, o método para obtenção da solução no domínio do tempo é
explicado resumidamente.
No sétimo capítulo, ilustra-se a aplicabilidade das ferramentas desenvolvidas.
Nos exemplos de aplicação, avalia-se a influência da presença de heterogeneidades
e das suas propriedades térmicas, na propagação de calor em regime transiente em
sistemas contendo inclusões cilíndricas de secção circular. Analisa-se a importância
do fenômeno de convecção quando este atua em simultâneo com a condução. Neste
capítulo, estuda-se também o MEC aplicado à resolução de problemas de
transferência de calor por condução com condiçõesiniciais de temperatura diferentes
de zero.
Nooitavo e último capítulo, apresentam-se algumas conclusõesfinais que dão
ênfase aos aspectos mais relevantes do presente trabalho, assim como algumas
perspectivas para desenvolvimento futuro.




As equações integrais têm sido estudadas desde o início do século XIX e são
o alicerce do Método dos Elementos de Contorno com a contribuição de esforços de
matemáticos como Laplace, Green, Fourier e Betti. A primeira teoria clássica das
equações integrais, onde os núcleos eram definidos e integráveis, foi apresentada no
trabalho de Fredholm (1903) que estudou problemas de potencial regidos pela
equação de Laplace, nos quais adotou um procedimento de discretização para
estabelecer a existência de soluções para a equação integral de contorno.
Em seguida pesquisadores como Kellog (1929), Muskhelishvili (1953), Mikhlin
(1957) e Kupradze (1965) aplicaram a solução para problemas de elasticidade. Esses
trabalhos fazem parte da formulação indireta, pois apresentam a solução em função
de variáveis fictícias que não têm significado físico real, as quais permitem o cálculo
das variáveis físicas dos problemas.
Muitos pesquisadores atribuem a origem do MEC aos trabalhos de Jawson
(1963) e Symm (1963), onde a equaçãointegral de contorno de Laplace foi resolvida
usando discretização e técnicas computacionais, utilizando-se de variáveis reais.
Assim, foi considerado um método semi-direto aplicado a problemas de potencial.
Esses autores sugeriram a ampliação para problemas na teoria da elasticidade e
problemas tridimensionais.
As primeiras aplicações em problemas de elasticidade bidimensional foram
realizadas por Rizzo (1967), que destacou em seu trabalho que o surgimento de
núcleos singulares nestas equações integrais de contorno é mais complexo que
aqueles que surgem para o problema de potencial. Ressalta em seu trabalho,
também, a atenção necessária aos núcleos singulares cujas integrais só existem no
sentido do valor principal de Cauchy (VPC). Seguindo essa formulação direta, Cruse
(1969) ampliou esse método para elasticidade tridimensional fazendo a aproximação
das variáveis de contorno por uma função constante. Cruse (1974) apresenta uma
formulação melhorada com aproximaçãolinear para tais variáveis em problemas de
duas e três dimensões.
O método teve uma generalização para problemas de engenharia com o
trabalho de Lachat (1975) e Lachat e Watson (1976), que são, provavelmente, as mais
significativas contribuiçõesiniciais para o MEC se tornar uma técnica numérica eficaz,
nas quais as técnicas de resolução das equações integrais são calculadas
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numericamente, utilizando quadratura Gaussiana. A partir de então, as Equações
Integrais de Contorno começam a ser vistas como métodos numéricos.
O termo elemento de contorno originou-se no departamento de Engenharia
Civil na Universidade de Southampton, aparecendo pela primeira vez no trabalho de
Brebbia e Domingues (1977). Em 1978, o primeiro livro sobre o método dos elementos
de contorno foi publicado (BREBBIA, 1978) com o qual o método teve sua divulgação
inicial bem definida com aplicações na engenharia.
Desde então, o MEC tem sido aplicado com sucesso em variadas áreas como
elastodinâmica (TADEU; KAUSEL, 2000), acústica (ANTÓNIO; GODINHO; TADEU,
2004; DE LACERDA; WROBEL; MANSUR, 1997), eletromagnetismo (HOLM;
STEPHAN, 1995), entre outras e com a associação com diferentes métodos
numéricos (TADEU; SIMÕES; SIMÕES, 2010; TADEU; ANTÓNIO, SIMÕES, 2010).
Em relação ao tema desta tese, existem diversos trabalhos na literatura em que o
MEC é utilizado para solucionar problemas de transferência de calor (RAGHU;
JAGATH, 2013; PETTRES; LACERDA; CARRER, 2015; SALAM; WROBEL, 2019).
2.1 APRIMORAMENTOS COM O USO DO MEC
As potencialidades do MEC têm motivado a comunidade científica a
desenvolver diversos esquemas numéricos para aprimorar a sua eficiência, ampliando
a sua aplicação para uma forma mais generalizada, podendo ser usado em um maior
número de problemas. O método da Reciprocidade Dual (MRD) é uma dessas
técnicas e foi proposto originalmente por Nardini e Brebbia (1982) para problemasde
vibrações. Posteriormente foi estendido em diversas pesquisas como a de Wrobel e
Brebbia (1987) para problemas de difusão e mais tarde para problemas mais gerais
por Partridge e Brebbia (1989) e Partridge e Brebbia (1990). A essência do MRD é
construir soluções particulares para resolver problemas não-lineares ou dinâmicos,
considerandoas forças de inércia como forças de domínio. Baseado nessa ideia, esse
conjunto de funções transformam a integral de domínio em umasérie de integrais de
contorno.
Sirilath e Chan (2008) propuseram um modelo que combina o Método dos
Elementos Finitos com o dos Elementos de Contorno para avaliar o fenômeno de
transferência de calor em processamento a laser. Guven e Madenci (2003)
desenvolveram um modelo que também associa esses dois métodos para análise de
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condução de calor transiente bidimensional e análises termo elásticas em domínios
com materiais diferentes e descontinuidades geométricas.
A necessidade de estudar a transferência de calor em problemas
caracterizados pela existência de heterogeneidades (inclusões de multicamadas),
pode beneficiar-se do desenvolvimento de modelos que combinem algoritmos
específicos. Embora seja possível resolver esse tipo de problema apenas com o MEC
convencional, a sua combinação com adequadas funções de Green permite evitar a
necessidade de discretização das interfaces entre camadas com diferentes
propriedades térmicas (sólidas ou fluidas), sendo esta a proposta deste trabalho. Esta
técnica de acoplamento proposta pode ser estendida a diferentes problemas com
outras geometrias, para os quais existem ou podem serdefinidas soluções analíticas.
Uma aplicação semelhante foi desenvolvida por Tadeu et al. (2004) onde o MEC foi
combinado com soluções analíticas para calcular a transferência de calor através de
um sistema estratificado sólido podendo conter inclusões homogêneas.
No domínio da transferência de calor têm sido desenvolvidos e propostos
diversos modelos com o MEC que podem ser subdivididos em dois tipos: problemas
em regime permanente e em regime transiente. Estudos de condução de calor em
regime permanente baseados no MEC foram abordados por alguns pesquisadores.
Divo e Kassab (1996) propuseram uma solução fundamental generalizada para o
MEC aplicado ao estudo de condução de calor isotrópica em um meio com variação
espacial da condutibilidade térmica. Tanaka, Matsumoto e Sud (2001) aplicaram o
método dos elementos de contorno com dupla reciprocidade para resolver problemas
de condução de calor em regime permanente de materiais com gradiente funcional.
Mera et al. (2002) aplicaram um método de elemento de contorno modificado para
lidar com singularidades para problemas com condução de calor em regime
permanente em um meio anisotrópico.
2.2 O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO NO REGIME TRANSIENTE
Como mencionado anteriormente, os programas com o MEC para difusão
transiente foram desenvolvidosprincipalmente usando dois procedimentos: o método
amplamente conhecido por time marching e o método da transformada de Laplace.
Outra abordagem alternativa, que foi usada neste trabalho, é a aplicação de uma
transformada de Fourier. Um estudo desses esquemas foi apresentado por Manolis
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(1983) e Beskos (1987). A abordagem de time marching obtém os resultados
diretamente no domínio do tempo e é um método de aplicação simples e direta. Parte-
se do pressuposto de que as temperaturas e fluxos de calor podem ser calculados
considerando sucessivos incrementos de tempo até ao instante pretendido. Wrobel e
Brebbia (1981) implementaram uma formulação para análise de problemas de difusão
axissimétrica de calor. Dargush e Banerjee (1991) propuseram um modelo para
analisar problemas de transferência de calor com o uso do MEC,no domínio do tempo,
para problemas bidimensionais, tridimensionais e axissimétricos. Davies (1997)
calculou o fluxo de calor através de uma parede de múltiplas camadas, considerando
camadas virtuais para poder estudar a transferência de calor por radiação e
convecção. Mais recentemente, o trabalho de Carrer e Mansur (2004) apresenta um
esquema de time marching alternativo para realizar análise elastodinâmica pelo
Método dos elementos de contorno. Uma desvantagem desse processo de “marcha
no tempo” é que a solução podeserinstável. As soluções encontradas são geralmente
mais precisas no início do período de interesse do que posteriormente, uma vez que
o erro se acumula com o tempo.
O uso da transformada de Laplace remove a derivada dependente do tempo
usando uma variável de transformação. Este procedimento requer uma transformação
inversa para obter a solução no domínio do tempo. Rizzo e Shippy (1970) foram os
primeiros a usar uma formulação do método dos elementos de contorno para
problemas de condução de calor transiente usando a transformada de Laplace para
estabelecer uma integração do contorno que independe do tempo, em um domínio
transformado. Essa publicação precedeu uma grande quantidade de pesquisas
conduzidas nesta área. Cheng, Abousleiman e Badmus (1992) empregaram um
modelo com o uso do MEC na resolução de da equação de difusão axissimétrica no
domínio da Transformada de Laplace. Amado e Tobar (2005) estudaram a
aplicabilidade da transformada de Laplace com o método dos elementos de contorno
com dupla reciprocidade para fins de modelagem de tratamento térmico a laser.
O processo da transformada inversa para a obtenção da resposta no domínio
do tempo pode levar a uma perda de precisão, pois pode conduzir à amplificação de
pequenos erros decorrentes da necessidade de truncar a resposta. Este fato tem
motivado a busca de uma solução para este problema. Stehfest (1970) e Papoulis
(1957), por exemplo, propuseram algoritmos específicos para aplicar à transformada
inversa de Laplace.
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Como mencionado anteriormente, este trabalho usa uma formulação que
remove a variável dependente do tempo aplicando uma transformada de Fourier,
trazendo os resultados para o domínio da frequência. A série temporal pode ser obtida
aplicando uma transformada inversa de Fourier (rápida) no espaço-tempo. O trabalho
de Tadeu, Simões e Simões (2010) utilizou esse esquema em um modelo baseado
no MEC e na correspondente equação integral derivada (TBEM), combinados com o
Método das Soluções Fundamentais (MSF) para o estudo da transferência de calor
transiente na presença de inclusões, de forma a superar as limitações de cada
método. Outro exemplo de trabalho que utilizou a sua formulação no domínio da
frequência obtida por uma transformada de Fourier foi o de Simões e Tadeu (2006)
que estudou a transferência de calor em solosestratificados sujeitos a múltiplas fontes
de calor.
Nesse contexto, o presente trabalho visa desenvolver um estudo capaz de
resolver problemas de transferência de calor em um meio com múltiplas inclusões de
multicamadas cilíndricas, utilizando uma formulação obtida pela Transformada de
Fourier trazendo os resultados para o domínio da frequência e podendo
posteriormente obter-se a série temporal através de uma Transformada Inversa de
Fourier.
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3 TRANSFORMADA DE FOURIER
Este capítulo tem como objetivo principal resumir as principais propriedades
da Transformada de Fourier e apresentar a sua determinação na forma discreta
chamada de transformada discreta de Fourier (TDF) e uma forma alternativa para
computar a TDF, chamada de Transformada Rápida de Fourier (TRF).
3.1 O PAR DA TRANSFORMADA DE FOURIER
Dada uma função continua x(t), a Integral de Fourier é definida por
(BRIGHAM, 1988):
X(w) = [É x(t)eivtar, (1)
Se essa integral existe para todo valor do parâmetro w, então a equação (1)
define X(w) como a Transformada de Fourier (TF) de x(t). Tipicamente x(t)
é denominada uma função da variável tempo e X(w) da variável frequência. Para que
X(w) convirja, são necessárias as seguintes condições:
a) x(t) deve possuir um número finito de descontinuidades em qualquer
intervalo finito;
b) x(t) deve possuir um número finito de máximos e mínimos em qualquer
intervalo finito;
c) x(t) deve ser absolutamente integrável em módulo, isto é:
SÉ lx(t) |dt < 00. (2)
O sinal original é recuperado pela Transformada de Fourier Inversa (TFI) que
é dada por:
rt) =X(w) eistda, (3)
As duas equações (1) e (3) são denominadas de Par da Transformada de
Fourier.
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3.2 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER
Na prática, o par de transformadas definidas em (1) e (3) não é apropriado
para o cálculo em computador já que só é possível defini-las para um conjunto de
valores e não em sua totalidade. Sendo assim, torna-se necessário o uso da
Transformada Discreta de Fourier (TDF), que é baseada na amostragem de uma
função contínua. Para isso, define-se a função x(t) em uma amostragem de N pontos,
ou seja, quando forem conhecidos x(t,) para k = 0,1,2,...,N — 1, o valor de X(w;)
em pontos discretos do espectro das w; frequências, poderá ser avaliado




X(w;) =Dxe No, para j= 0,1,2,..,N-—1.
k=0
A TDF Inversa (TDFI), que transforma a sequência
X(w;) em x(ty) é:
1 21ikj (5)
Xtr) = X(w)e N., para k= 0,1,2,..,N-—1.
0“ I
l
Introduzindo o termo Was, onde:
2ni 21
Wy=eN = cos q) + senão. (6)
Usando uma notação mais compacta para as equações (4) e (5):
q (7)
X(wj) = DC) Wyparaj=0,1,2,..,N-1,
k=0
E o (8)
X(tr) = TD XGop) Wy para k= 0,1,2,..,N-—1.
j=0
A variável Wy é frequentemente chamada de "Enésima raiz da unidade", uma
vez que (Wy) "= e2Ti = 1, Outra característica de Wy é serperiódica, ou seja, Wy“ =
Wy'*"N para qualquer número inteiro m.
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As expressões(4) e (5) são as versões discretizadas das equações (1) e (3)
respectivamente e são denominadas de Par da Transformada de Fourier discreto. Na
forma matricial, fazendo x(t;) = x(k)e X(w;j)= X(),a TDF pode ser descrita
matricialmente como:
X = Dx, (9)
x(0) 1 Lo 1 s ua E x(0) (10)
x(1) 1 Ww Ww sea Ww x(1)
xo) |=|1 Wy”? Wy* Wy2N-D|] x(2) |
DD lim mduyDao ben 1)
onde D é chamada de matriz TDF e é de ordem N x N. Dessa forma verifica-se pela
equação (4), que para determinar o TDF de um sinal discreto x(t,) (onde N é o
tamanho de seu domínio), multiplica-se cada um de seus valores por e elevado a
alguma função de k. Soma-se então os resultados obtidos para chegar a X(w;) para
um dado j. Se um computador for usado para calcular a Transformada Discreta de
Fourier de um sinal, seria necessário executar Nº multiplicações complexas. Portanto,
a ordem da complexidade multiplicativa de uma TDF é de O(N?) para o cálculo de
X(w;) de tamanho N.
3.3 TRANSFORMADA RÁPIDA DE FOURIER
A Transformada Rápida de Fourier (TRF) é uma classe de algoritmos
eficientes para calcular o TDF. Os algoritmos que utilizam a TRF permitem reduzir o
esforço computacional na avaliação de uma TDF. O algoritmo da TRF descrito por
James Cooley e Tukey (1965), é o mais comum para a aplicação de TRF. Esse
algoritmo, publicado em 1965, utiliza uma maneira recursiva de resolver TDF de
qualquer tamanho arbitrário N. A técnica consiste em dividir uma TDF maior em






X0) = > do Wy“para
j = 0,1, 2,0, N — 1.
k=0
Admitindo N como um número par e inteiro, pode-se dividir x(k) em duas
sequências de tamanho M = E, onde uma consiste nos termos pares de x(k) e a outra,
nos termos ímpares:
Xy(k) = x(2k), (12)
X9(k) = x(2k + 1) para k= 0,1,2,..,M — 1. (13)
Assim, utiliza-se da equação (11) para determinar as TDF:
- (14)
X(0) = >, x1(k) Wy4, para j = 0,1, 2,..,M — 1,
k=0
M=1 (15)
XD = Do xao) Wu, para j= 01,2,.,M—1
k=0
A equação (11) pode ser escrita com dois somatórios:
M-1 M-1 (16)




Wy = e N/D) = Wy4, (17)
WyCHI — are WuIWT. (18)
Substituindo as equações (12), (13), (17) e (18) em (16), encontra-se:
X() = Dio x(0O)Wy + Wy!ko X2GOWy (19)
para j= 0,1,2,..,N —1.
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Comparando com as equações (14) e (15), observa-se que:
XD = XMD+Wy” X0), paraj=0,1,2,..,N-1. (20)
Levando em conta a propriedade de simetria e periodicidade de Wy/, em que:
N o N 27, N = .
Wy'2 = WyiWy? = WyleDO = Wyler = —Wy). (21)
Tem-se que:
XD =X) +Wy” X>(j)), paraj=012,..,M-1, (22)
XG+M) = X(G) — WyX5(j), para j= 01,2,..,M-1. (23)
Nota-se que o cálculo da transformada discreta de Fourier de X,()) ou X,(j)
N? = .
requer apenas M? ou Operações complexas. Sendo assim, quando usamos as
equações (22) e (23) para obter X(j), requerem-se 2) operações de multiplicação
para calcular as duas transformadas de Fourier X,(j) e X,(j) e mais N operações
deadições. Assim, o número de operações é reduzido de Nº para N +15 Agora,
supondo que N seja divisível por 4 ou M = - divisível por 2, o número de operações
passa a ser 2020)? + —) + N. Esse procedimento pode ser recursivamente aplicado,
se N for divisível por Nº? (sendo p um número inteiro positivo), até que cada uma das
TDFSsresultantes seja de comprimento 2. Embora a maioria das sequências não tenha
esses números convenientes de termos, adiciona-se artificialmente zeros na
extremidade de uma sequência para atingir tal valor. Sendo assim, o número de
operações para o cálculo de uma TDF de dados de entrada pelo algoritmo de TRF
será:
N + NlogaN. (24)
Sendo assim, esse esquema de cálculo permite reduzir a ordem de cálculo da
complexidade multiplicativa da TDF de o(N?) para apenas O(Nlog,N).
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4 FORMULAÇÃO ANALÍTICA
Neste capítulo, primeiramente, apresentam-se as formulações para o
fenômeno de transferência de calor em regime transiente de condução, para o
domínio da frequência. Em seguida, definem-se as soluções 2,5D para um sistema
com uma inclusão formada por anéis cilíndricos com um meio homogêneo no seu
interior, delimitada exteriormente por um sólido infinito e submetida a uma fonte de
calor.
Em um segundo momento, são apresentadas as formulações para o problema
de transferência de calor considerando a condução e a convecção. Para este caso,
apresentam-se também as soluções analíticas para uma inclusão formada por anéis
cilíndricos compostos por meios sólidos ou fluidos, preenchida no seu interior por um
meio sólido ou fluido, inserida em um domínio infinito e homogêneo e submetida a
uma fonte de calor.
As equações analíticas para uma inclusão composta de um anel de
comprimento infinito, preenchido no seu interior, podem ser encontradas no trabalho
de Simões (2006). Nesse trabalho, essas equações foram expandidas para o caso
genérico de uma inclusão com múltiplos anéis concêntricos.
4.1 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO
A transferência de calor por condução em um domínio sólido homogêneo O,
no domínio do tempo, podeser descrita pela seguinte equação (CARSLAW; JAEGER,
1959):
19T (25)
02  q2 q2- (0 4,0 4,0onde V:= (— + 32 52). t é o tempo, T(t,x,y,z) representa temperatura, K =
k/(pc) a difusividade térmica, k a condutividade térmica, p a densidade e c o calor
específico.
Para transformar a equação (25) em uma equação no domínio da frequência,




Vê + Vo T(w, XY, z) =0, (26)
onde i = V—1, w é a frequência e ?(w,x,7,2) = JT(t,x,7,2) eivtdt.
A solução fundamental para uma fonte de calor aplicada em (xs, ys, Z;) em um
meio infinito, na forma f(w,x,y,2) = (x — x)6(y — y)ó(z — z)e'“t, em que ó(x —
xs), ô(Y — Ys) e ó(z — z;) são Deltas de Dirac, pode ser expressa por:
T(w,x,y,2) (27)
1 (eOya?- NR X—x y-y Zz-z |
2k(x — xs)? + (y — Ys)? + (z — Zs)?
 
Se a geometria do problema permanecer constante ao longo da direção z, a
solução 3D completa pode ser expressa como um somatório de soluções 2D mais
simples com diferentes números de onda espaciais k,. Esse procedimento requer a
aplicação de uma transformação espacial de Fourier ao longo dessa direção,
(28)
- —l —Lo 2 um
T(o, X,), k,) =— ax Ho “Ko — (k,) r ,
onde 7" = +(y—y)? e Ho() é a função de Hankel de segundo tipo e
ordem 0. Esta resposta está relacionada com a variação espacial de uma fonte de
calor linear na forma f(w,x,y,k,) = ô(x — x)6(y — ye!tvt-k2), O campo de calor
3D completo é então encontrado por meio de uma transformadainversa de Fourier ao
longo de k,. Essa transformada inversa de Fourier é expressa como um somatório
discreto admitindo a existência de fontes virtuais ao longo de z, em intervalos
igualmente espaçados L,, que permite a solução ser obtida resolvendo um número
limitado de problemas 2D.
21 o (29)
Tu, X, X, z) = L. >, T(w, X, X, km) eTtkamz,
Z m=-M
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onde T(w,x,Y,kz;m) = Ho e — (km)? 1" e k,m é O número de onda axial dado
por k,m = (21/L,)m. A distância L, precisa ser de tamanho suficiente para evitar
interferência espacial das fontes virtuais, tal como foi originalmente publicado por
Bouchon e Aki (1977).
4.1.1 Formulação analítica para uma inclusão cilíndrica de multicamadas submetida
a uma fonte de calor (somente condução)
Essa subseção apresenta o cálculo analítico da transferência de calor por
condução em uma inclusãocilíndrica de multicamadas,delimitada por um meio sólido
homogêneo, de extensãoinfinita, indicado como o meio O. A geometria considerada é
apresentada na FIGURA 1. Essa inclusão é composta por h-1 anéis cilíndricos (meios
=1,2,...h— 1) com raios a,,a,,...,ap-, € um cilindro interno (meio h) com raio a,. A
condutividade térmica, densidade e calor específico são k,, p, € c,, respectivamente,
para o meio v (v = 0,1,2,...h). Esse sistema é submetido a uma fonte de calor
localizada no meio exterior no ponto (xs Ys,zs) e oscilando a uma frequência w.
FIGURA 1 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA INCLUSÃO CILÍNDRICA DE
MULTICAMADAS, COMPOSTA POR h-1 ANÉIS CILÍNDRICOS (MEIOS = 1, 2.... h-1) E UM
CILÍNDRO INTERNO (MEIO h). ESTA INCLUSÃO É DELIMITADA POR UM SÓLIDO UNIFORME




   
Fonte
Fonte    Receptor
Meio O   
FONTE:O autor (2021).
37
O campo incidente 3D produzido por essa fonte de calor é descrito pela
equação (29), e obtido pela resolução de um número limitado de problemas 2D com
parcelas centradas em (xs ys) dadas pela equação:
(30)
- n —iA —iw > um
Tinclw, 7", Ksm) = Ao 1º Ko — (kam)lr” |,
sendo A a amplitude. Esse campo incidente, pode ser expresso em termos centrados
na origem da inclusão. Usando o teorema de Graf (WATSON, 1980) obtêm-se o
campoincidente e seu fluxo correspondente, em coordenadas polares:
quandor < 1:
- “IA O (31)
Tinc (mw, r, 0, Kkzm) = 4ko >, (—1)” EnHn(KastoJn(Kar)cos (nô),
n=0
“AT n (32)
Qinc(w, r,0, km) =aDD(sro [Jn(Kasr) — kona(Kat)| cos(n0),
quando r >7m:
- “IA O (33)
Tinclw, r,0, Km) = TD,(1eUn(kaçro)Hn(kaçr)cos(no),
n=0
(34)—iA — n
Qinc(w,7,0,kzm) = “a >,(1enln(kaçto) |Hn (Kay) — kaoHna(Kaor)| cos(n0),
n=0
onde o subscrito inc denota o campo de calor incidente, ry é a distância da fonte até
o eixo da inclusão,r é a distância do receptor ao eixo da inclusão, O é o ângulo
suplementar ao ângulo entre r er, H,() são as funções de Hankel do segundo tipo
e ordem n, Jn() são as funções de Bessel de ordem n, ka, = je (km)?, Ko =
0
ko 6 sen = 0
e =
Po Co 2, sen = 0
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4.1.1.1 Campo de calor refletido no meio externo:
O calor gerado por essa fonte se propaga e atinge a superfície da inclusão,
ondeparte da energia incidente é refletida de volta e parte dessa energia é transmitida
para o meio 1. Estas parcelas dependem das propriedades dos meios onde se
propagam. Este campo de calor refletido para o meio exterior e seu correspondente
fluxo de calor podem ser expressos por:
. — (35)
To, r,0,k;m) = >, Ar?Hn(kaçr)cos(n6),
n=0
ref o 0 n (36)
Jo (w,7,0,kzm) = >, Ar, ko | Hn(Kaor) — keaoHnsa(Kagr)] cos(n0),
n=0
onde o sobrescrito ref denota o campo de calor refletido e 41º é o coeficiente
desconhecido a ser determinado para cada valor de n.
4.1.1.2 Campo de calor nos anéis:
O campo de calor no meio j onde j=1,2,3...h— 1, depende de dois
diferentes grupos de termos: a energia gerada no contorno exterior do anel
correspondente e que é transmitida para o interior do anel e o outro gerado no
contorno interno devido a energia que é refletida. O campo de calor correspondente a
energia gerada no contorno exterior e seu correspondente fluxo de calor podem ser
expressos pela seguinte equação:
. o. (37)
Tirans(ay, 1,9,k,m) = >, AtiJn (kar) cos(n6), para j=1,2,3...h—1,
n=0
o




onde o sobrescrito trans refere-se ao campo de calor transmitido, At), são os
coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor de n e ka; =
Dto 2 =Ez (Kzm) ch S




TO (w,7,0,kzm) = 3 ArH, (kar) cos(n9) paraj=1,2..h-1,
n=0
co | 0
q;(um, r,0,k,m) = >, Ar) k; [- H, (Kajr) — ka;Hn+1 (Kkayr)] cos(n0), (40)
n=0
para j=1,2,3...h—1,
onde 4r/ são os coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor
den.
4.1.1.3 Calor transmitido ao meio interno h:
O campo de calor no meio interno h depende apenas da energia transmitida
através do contorno do anel mais interno. Esse campo de calor e seu fluxo
correspondente são descritos pelas seguintes equações:
| oo (41)
TES(sr, 8, om) =D Atnkayr)cos(n8),
n=0
qu(a, 7,0, km) (42)
= >, Ati kn [EJnkanr) — ka Jnsa(Keyr)| cos(nô),
n=0
onde At? é o coeficiente desconhecido a ser determinado para cada valor de n,
-iw k
Kan =x (km)? e kn = er
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A definição das condições de contorno apropriadas, permite a obtenção dos
coeficientes Ar?, Att, Ari, At) (G = 1,2,...h — 1) associados a cada termo potencial. A
solução é obtida pela imposição da continuidade de temperaturas e fluxos normais
nas interfaces entre os meios. Parar = ay:
Tinc (mw, d4, 0, ksm) + Tr(mw, d4, 0, km) (43)





j ATnc(w, 04,0, k,m)] eh 177(00,04,0,k,m)] (44)
0 or 0 or
— k a(tprens (mw, a, 0, kzm)] k at(ww, 4, 0, kzm)]
a or tha or
Parar =a;:
Trs(w,a,,0, km) + T7/(0,02,0,k,m) (45)
= Trns(w,a,,0,Kksm) + Tu, 42,0, Kk;m))
k a(tfrers (cm, do, 0, Kkzm)] + k a(T(cm, do, 0,
Kkzm)] (46)
t or t or
— aptirems (mw, da, 0, kzm)] art (mw, do, 0, Kkzm)]
= k, 2 + k, r .
Parar = as:
Trons(w,a3,0,km) + TT/(0,03,0, km) (47)
= Trns(w,a3,0,k,m) + Ta, 43,0, K;m))
k a(tjrens (mw, da, 0, kzm)] + k att(mw, da, 0, kzm)] (48)
2 or 2 or
— a(tgrans (mw, dg, 0, kzm)] art (mw, ds, 0, Kkzm)]
= ks 2 + ks ar .
E assim sucessivamente para r = a,as.an-4 Parar = ap:
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TES(a, 4n,0,K,m) + TU(o, An, 0, Km) — TENS, An» 0, ksm), (49)
 
po MRI, ap Oleem] (NTSC, Ap,O, em] (50)
h=1 or h=1 or
attjrers (0 An» 0, kzm)]
=— kn or .
Combinando as equações adequadamente, obtém-se um sistema de 2h






Gm G2 Gs 0 0
Gm G22G3 0 0
O  G32G33 G34 G35








o ““ Gon-1x2hn-2 Gon-1x2h-1 Con-1x2h0




Go = ko[nHa(kaçd) — (ka)Hari (Kaçã)),
Gy = Jn(ka,0),
G22 = ki Un(ka, 01) — (ka,0si(ka, 0)|,
Gia = —Hn(ko, 01),
Go3 = —ka[nHa (ka, 01) — (ka,0)Bra(Ka, 01)],
Ga2 = Jn(ka,d2),
Guz = kana,42) — (ka, 42 Jn+i(ka,42)|,
42
Gas = Hn(ka,d2),
Gas = ky[nHn(ka, 42) — (ka, 42)Hnsi (Ka, 42)],
Ga4 = —Jn(ka,ão),
Gas = —ko| Un(ka,ã2) — (ka,doInri (ka,a2)|,
Gas = —Hn(k,42),
Gas = —ko[nHa(ka,d2) — (ka, do)Hnsa (ka,a2)|,
Gan-1x2n-2 = Jn(Kan, Un),
Gonx2n-2 = knUnlkanUn) — (Ken, UnInri (Kano, Un)|,
Gon-1x2n-1 = Hn(Kay4 An)»
Gonx2h-1 = Kn-a[ NHn(Kan, An) — (Kan, Un)Ena (Kano, Un)|,
Gon-1x2h = —In(Ka, An),








| Ath  
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nat) (54)









Se a fonte de calor estiver localizada dentro da inclusão, a definição do campo
de calor gerado podeser realizada pela mudança da expressão que define o campo
incidente e estabelecendo as condições que garantem a continuidade das
temperaturas e fluxos normais nas interfaces entre os meios. Os termos da matriz G
e do vetor x permanecem os mesmos,já o vetor independente y se modifica. Se a
fonte estiver no meio interno A, o sistema de equações passa a ser:




kn| nHn(ka,4n) - (Ken An)Hn+a (Kay An ))]
Já se a fonte estiver em um meio intermediário, por exemplo, o meio 2:
-iA (57)




Inlka,ro)kz [nHa(ka,d2) — (Ka, 42)Hnri (ka, a;)]
y= —Hn(ka,ro)Jn (Ka, d3)
—Hn(ka,ro)ko| Un(Ka,a3) — (Ka, 43 )Jn+1 (Ka2ç3)|
0
0   
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4.2 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO E CONVECÇÃO
A transferência de calor em regime transiente por condução e convecção em
um meio homogéneo 1, isotrópico, no domínio do tempo, é descrito pela seguinte
equação de difusão:
v2T 1 (v oT +v oT +v ) “107 (59)
Ki*0x “ôoy “0z) Ko
sendo V;., Vy e V, as componentes prescritas da velocidade de convecção para um
meio fluido nas direções x, y e z respectivamente, partindo da origem do sistema.
Aplicando a transformada de Fourier à equação (59), que é dependente do
tempo, chega-se à equação no domínio da frequência:
? (60)51/1009 cio) a
V e(Vea to goto E) + “KR T(w,x,y,2) = 0,
Considerando uma perturbação gerada por uma fonte de calor esférica
localizada em (xs, Ys, Zs), a solução fundamental que satisfaz a equação (60), pode ser
expressa por:
T(w,x,y,27) (61)
Vax+tVyy+Vzz 2 2 2.





Quando a geometria do meio não varia em uma direção, (como a direção z
por exemplo), o esforço computacional necessário na resolução de problemas
tridimensionais pode ser reduzido a um somatório de problemas bidimensionais com








ao longo da direção z, chega-se, então, à seguinte equação:
 
VaxtVyy+Vzz 2
A —i e 2K Ve + +HVOo im
T(w, X,), k,) —AR
(63)
A equação (63) pode serinterpretada como sendo a resposta à atuação de
uma fonte de calor linear com uma variação espacial dada por f(x,y,2z,t) =
(x — x)O((y — y,)e toitz?)
A solução tridimensional final é posteriormente determinada aplicando uma
transformada inversa de Fourier em ordem a k,. Admitindo a existência de um número
infinito de fontes virtuais, igualmente espaçadas de uma distância L, ao longo do eixo
z, transforma-se a integral contínua em um somatório discreto:
T(mw,x,y,2) (64)
 
o L, Z2kvr”+ 22 ne
VextVyy+Vzz; o 2 2 2
21 e 2K H | Ve + V, + V, io
= 0
Este somatório converge, permitindo dessa forma que a solução




Vax+Vyy+Vzz m 2 > >
Zn e 2K Ve +Vy +, o)
>> D——— Ho — —-—— km” |eTikzmz
Lz 2kvr” + 22 nu 4K K
onde k,m representa o número de onda axial, dado por k,m = (271/L,)m. A distância
L, deve ser suficientemente grande de modo a evitar a perturbação da resposta por
parte das fontes virtuais.
4.2.1 Formulação analítica para uma inclusão cilíndrica de multicamadas submetida
a uma fonte de calor (condução e convecção)
Considera-se uma inclusão de multicamadas, inserida em um meio O
homogêneo de extensão infinita (FIGURA 1). Admitindo que, para esse sistema, pode
ocorrer convecção radial a partir do centro do sistema de eixos, sendo este no centro
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da inclusão. Essa inclusão é composta por h-1 anéis cilíndricos (meios = 1,2,...h — 1)
e um cilindro interno (meio h), sendo a, o raio do cilindro composto pelo meio h e
1, 42,...,An-1 OS raios externos dos anéis compostos pelos meios 1,2,...h— 1,
respectivamente. Esse sistema é submetido a uma fonte de calor, localizada no meio
exterior no ponto (xs, Ys,Z5) e oscilando a uma frequência w. A condutividade térmica,
densidade, calor específico e velocidade radial são k,, p, c,, respectivamente, para
cada meio v (v = 0,1,2,...h). Admite-se que a convecção radial, com velocidade V”
relacionada ao meio v, pode ocorrer do centro do eixo do sistema, o qual está
localizado no centro da inclusão em (0,0m, 0,0m) e é considerada nula para
convecção na direção z (V? =0,0). Todas as camadas são isotrópicas em
propriedades térmicas. Para a formulação apresentada admite-se que as condições
iniciais são nulas.
Como mencionado anteriormente, o campo incidente 3D produzido por essa
fonte de calor pode ser descrito através do somatório de um número limitado de
problemas 2D com diferentes números de onda axial. Para fontes localizadas no meio
externo:
Tm » 27 m » -i
Tinc(w,r,7”) = Lz M=-M Tinc(w, 1,7”, Kame hamz, (66)
onde
E (67)
m » -I Ae »
Tinclw, r,r kom) = moHo(kgor ),
0 & : : : o vo io 2Vº é a velocidade radial no meio 0 e kg, = |-=—7— (km)2.
4Ko Ko
Essa equação está escrita com parcelas centradas em (xs y,). Esse campo
incidente pode ser descrito em termos centrados na origem da inclusão através do
teorema de Graf (WATSON,1980). Assim, obtêm-se em coordenadaspolares:
quandor < 1:
- “IA Vr o (68)
Tmelto,r,8, kom) =o280 D(1) Eno(gyfonorcos(00)
n=0




O fluxo de calor relacionado ao campoincidente pode ser expresso por:
quando r <r”:
“iq Ver 0, (70)
Jinc(w,7,0, km) = — e2Ko Siro1)enHn(Kpsto) [oIn(kgoas) +
[EJm(Kgor) — ecoln+a (kgor)]) cos(n6),
quando r >”:
(71)
Jinc(w, r,0, Kksm) = a gar n=o(—1”enlnltegoro)eHn(kg,01) +
[E Ha(kpyr) — keaoHn+a (kgor) |) cos(n9).
O calor gerado por essa fonte, que para esse caso se localiza no meio exterior
O, propaga-se e atinge a superfície da inclusão. Parte dessa energia incidente é
refletida de volta ao meio O, enquanto o restante é transmitido para o meio 1.
4.2.1.1 Campode calor refletido ao meio externo:
Este campo de calor refletido para o meio exterior e o fluxo de calor
correspondente podem ser expressospor:
- Vor — (72)
TT(wo,r,0,ksm) = €2F0 >, ArHn(kp,r)cos(n6),
n=0
ref vz , Vêr (73)qo” (0,7,8, km) = e2H0 2, Aro keg raHn(kgor)
+ Ea?Dean(ts)cos),
onde o sobrescrito ref denota o campo de calor refletidoe 41º é o coeficiente
desconhecido a ser determinado para cada valor de n.
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4.2.1.2 Campo de calor nos anéis:
O campo de calor nos anéis compostos pelo meio j, onde j = 1,2,3...h — 1,
depende tanto da energia gerada no contorno externo do anel correspondente e que
é transmitida para o interior do anel, quanto da gerada no contorno interno devido à
energia que é refletida. O campo de calor dependente da energia gerada no contorno
externo e seu correspondente fluxo de calor podem ser expressos pelas seguintes
equações:
Vir é (74)
TM,r,0,kym) = 281ata (kg,r) cos(n9), paraj=1,2..h-1,
n=0
vir
qUS(w,1,0, km) = EDaahzVirA(kp,1)+ Em (kp,r) tag]cos(nb), (75)
paraj=1,2...h—1,
onde o sobrescrito trans refere-se ao campo de calor transmitido e At) são os
coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor de n, ke, =
   kjPjC; -iwKj — (kzm)? e K; =
O campo de calor gerado no contorno interno e refletido ao interior do anel e
seu fluxo de calor correspondente podem ser definidos por:
º virão. (76)
TE(w,r, 0,kzm) =Ni 3 Ar,Hn (kg;r) cos(nd), paraj=1,2,3...hn-1,
n=0
4ºCor) =Data(0) + Et (47) = st(4) cos, O
paraj=1,2...h—1,
onde 4r/ são os coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor
den.
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4.2.1.3 Calor transmitido ao meio interno h:
O campo de calor no meio interno h depende somente da energia transmitida
através do contorno do anel mais interno e pode ser escrito apenas por um único
termo, sendo este descrito por:
, vir 8Ts(w,1,0,ksm) = €2Kh >, AttJn(ke,r)cos(n6),
n=0
onde At? é o coeficiente desconhecido a ser determinado para cada valor de n, ke, =
2
—vh -iw kn| + — (km? ek =—.4Kp? Kn ( zm) h Ph Ch
O seu fluxo de calor correspondente:
  
vt (79)Vir rques (7) r, 0, km) = e2Kn >, Ath kn fx In(kgyr)
h
n=0
+ [=(gar) — kaIa]cos(n6).
A definição das condições de contorno apropriadas, impondo continuidade de
temperaturas e fluxos normais nas interfaces entre os meios, permite a obtenção das
incógnitas Ar?, Atl, Ari, Atl G=1,2,3...h-— 1). Consequentemente, torna-se
possível resolver as equações para obter os camposde calorrefletidos e transmitidos
no domínio em estudo. Estas condições são estabelecidas permitindo a obtenção do
sistema:
—iA Va (80)
Gx = Ts * 2Ko (—1)enHn(Kkesto) ),
Com:
Gu G> Gs 0 0
Gm G22G3 0 0
O G32G33 Ga, 035
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Ga = koe 2H | TA Hn(kgo0) + [nHn(kgç,ã) — Cssea)|
0
Via,
G12 = —e2RJn(kg, 04),
Via, Via,




G13 = —e2%Hn(kg, 01),
 
Via, Via,Goa = —kye 2K 2K, Hn(kp,01) + [nHa(kg01) — (ig,)Mer(,an])
Via,
G32 = e 2 In(kg, d2),
 
Va (Via,









Gas = —kçe 2K2 e,JnlMp,00) + [rJn(kp,a2) o (gutni(00)
 
v2 as
G3s = —e2KHy(kp, a,),
v2 asVaz (V2a









G2nx2h-2 = Kn-1€ h=1
+ [(.) — (bsoa(s)
Vi-lap
Gn-1xn-1 = € 2Kh-s Hn(kgn-, Un)
 
Ganx2n-1 = kp-1€ 2Kh-1 Hn(kg,10h)
h—1 —
h-1
+ [ta0) = (ooaC
Van
Gon-1x2hn = —e 2Kh In(kg, An),
Via Va
Gonx2n = —kne 2Kn 2%, 1)(gyan) + [nn (kg, An) — (gaoJa(an 




x =| Ar? |
Ath-1
Art
Atr |  
Jnlkpçm) (83)











Caso a fonte de calor não esteja localizada no exterior da inclusão, mas sim
no seu interior, a definição do campo de calor gerado pode ser realizada pela mudança
da expressão que define o campo incidente (dependente dos parâmetros dos meios
onde esta se encontra) e estabelecendo novamente as condições que garantem a
continuidade das temperaturas e fluxos normais nas interfaces entre os meios. Assim,
os termos da matriz G e do vetor x permanecem os mesmos, mas já o vetor
independente y se modifica. Se a fonte estiver no meio interno h, o sistema de
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5 MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
Neste capítulo, apresenta-se a formulação do Método dos Elementos de
Contorno para a obtenção do campo tridimensional de calor, no domínio da
frequência, gerado por uma fonte pontual para problemas de condução e
posteriormente para condução e convecção. Essas formulações permitem a análise
de propagação de calor em meiosinfinitos contendo inclusões homogêneas.
5.1 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO
Nesta seção, apresenta-se a formulação do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) que permite a obtenção do campo tridimensional de calor gerado por
uma fonte pontual localizada na vizinhança de uma inclusão de seção com geometria
qualquer e constante ao longo de uma direção, considerando apenas o fenômeno da
condução. Tal como foi explicado anteriormente, quando a geometria do problema
permanece constante ao longo de uma das direções, a sua solução tridimensional
pode ser conseguida através de um somatório de soluções bidimensionais, obtidas
através do MEC, para diferentes números de onda ao longo da direção na qual a
geometria nãose altera.
5.1.1 Formulação do MEC para meios homogêneos
O MEC pode ser usado para resolver o problema da transferência de calor
transiente por condução no domínio da frequência, para cada valor de k,m, em um





v2 + “Ko Go] T(w,x,y, km) = 0.
A equação integral do MEC pode ser obtida mediante métodos distintos,
sendo o Método dos Resíduos Ponderados (MRP) um deles (BREBBIA;
DOMINGUES, 1992). Admite-se um meio homogêneo1 (ilustrado na FIGURA 2), com
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contorno S, sendo S = $,+S$,, governado pela equação de Helmholtz (88), sujeito às
condições de contorno:
T(0,x,Y, km) = T(w,x,Y, km) em (x,y) E S, (essenciais ou de Dirichlet) (89)
q(w,x,Y, Km) = q(0,X,Y, km) em (x,y) E S; (naturais ou de Neumann) (90)
FIGURA 2 — VALORES PRESCRITOS NO CONTORNO
 
X
FONTE: O autor (2021).
Para aplicação do MRP na equação (88), assim como às condições de
contorno (89) e (90), consideram-se as seguintes expressões:
V2T+kT=Ro (91)
T — T = Rs, (92)
q-q=Rs, (93)
onde k, = = — (km)2, Ro, Rs,» Rs, , são Os resíduos e T e q representam, agora,
valores aproximados. Com a finalidade de minimizar esses resíduos, o seu produto
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= = “= . . . -— OW Ow OW ,
por funções de ponderação w, w, w (cujas derivadas normais são Do DVDo ) é
n n n
integrado no domínio e no contorno e igualado a zero. Dessa forma, chega-sea:
[Ra w df + RsWw ds, + | Rs,W ds, =0. (94)
Q S1 S2
Substituindo as equações (91), (92) e (93) em (94), tem-se:
mo ar amo 5
do
= (95)(VT+k'DwdO+| (T-TNDwds + (gq—-qw ds, =0.
o S1 Sz
As funções de ponderação são então escolhidas convenientemente (w = =
e w = —w) chegando-sea:
(96)- - . OW
| (V2T + kgT) w do + =DayES — (q—- q)wds, =0.
Q S1 n S2
Integrando por partes duas vezes o primeiro termo da primeira integral do lado
esquerdo da equação (96) obtém-se:
o oT - ôw > na (97)
[o Dwdo= | Sowas -[ Tiras + [19 w) T do.
9 sÔVn s vn q
Aplicando-se (97) em (96) onde = = q, chega-se a:
- a) - 0
[(7%w + totwT do + [awds - [tas + | TOgs, (98)
q s s Va sy vn
— OW -
-| T-— ds, — | qw ds, + qwds, =0.
s, ÔVn S> S>
Como:
(99)
- 0 - 0 a)
RR] TO ds, - | 1 dss. (100)
S S S2
56
Substituindo (99) e (100) em (98), tem-se:
. J a
[72w + totwT do + [ qw ds, - | 1 ds, -| Tas SO)
Q sy s, Va sy Va
+ qwds, =0.
s2
Sabe-se que no contorno S, e S, os valores prescritos são q e T,
respectivamente. Assim:
favas, +[ qwas = [awas (102)
S1 S> s
e
- 0 - 0 -
| Tão ds, | Tão ds =|Twds. (103)
s dVvA S, vn s
A equação (101) pode ser novamente escrita como segue:
- a)[wwdo + [awas - [imas=o (104)
Q S s
Desta forma, o operador de Helmholtz (V2 + k,”), aplicado sobre a solução 7
procurada, foi “movido” para a função de ponderação w. No MEC, a formulação da
equação de contorno requer que a função de ponderação w seja a solução
fundamental de problemas com as mesmas propriedades materiais do corpo em
consideração, correspondendo a um domínio infinito com uma fonte unitária
concentrada. Para o problema em questão, essa solução corresponde à solução da
equação de Helmholtz com fonte singular (isto é, representada pelo delta de Dirac).
Em outras palavras, w = G(x,7,X9, Yo Kzm» W), onde G(x,),X9, Yo» Kzm» W) É a solução
fundamental do problema para a temperatura em um meio sólido e infinito em (x,y),
devido a uma fonte pontual unitária aplicada em (x5,Y0). A equação (104) pode ser
reescrita como:
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| (V2G(x, Y,XY Kzm WD) + ko G(x, Y Xy Yo Kzm w))T (X, Y, Kzmv)dO (105)
2
+ [083Kan) (53,20%Ka) ds
— [res Kzm» (3)ENO4, = 0.
S Vn
Designando doem) = H(x,y,Vw Xo Yo Km W), tem-se:
(106)
| (vcs, YXYKm WD) + ka G(x, Y, X0 YoKzm )) T (x,y, k;m v)dO
Q
= [16% kemJHCvmX0 Votemo ds
s
— [acom kzm» w)G(x,y, Xo Yo» Ksm» w)ds,
s
onde v, é o vetor unitário normal ao contorno. A equação anterior é conhecida como
equaçãointegral do problema governado pela equação (88). As funções de Green, ou
as também chamadas soluções fundamentais, para a temperatura e fluxo de calor
válidas para um meio sólido homogêneo e infinito em (x,y), devido a uma carga
pontual unitária aplicada em (x9,y0), são dadas por:
—l —iw (107)
G (x,y, Xo Yo» w) = 4k Ho “Ko — (kzm)? n |
i l-iw > —iw > dn (108)
H(x,Y, Vw Xo, YoW) 4 KT (Km)? Hy KT (Kzm)? 11 dv
onder, = vV(x— x9)2 + (y — y0)2.
a) Equaçãointegral para pontos internos
O próximo passo para o MEC, consiste em eliminar a integral de domínio da
equação (106). Sabe-se que o operador de Helmholtz aplicado à função de Green
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iguala-se ao negativo da função generalizada delta de Dirac. Sabe-se, pelas
características do Delta de Dirac:
[sc — 07 =IGAL = 9(%9, 70). (109)
Usando-se essa propriedade, a equação (106) pode ser escrita como:
- 110
T(xo, YoKzmo ww) = fa », Va Kzmy w)G(x, Y, Xo Yo» Kzm w) ds ( )
Ss
— fra: X, Kzmo w)H(x, Y Va Xo Yo» Kzm 0) ds.
Ss
b) Equação integral de contorno
A equação anterior pode fornecer os valores dos parâmetros buscados em
qualquer ponto interno, mas, para isso, é necessário conheceros valores de T e q no
contorno. Os valores incógnitos no contorno podem ser obtidos avaliando-se a
equação integral (110) quando o ponto (x5, yo) aproxima-se ao contorno. As integrais
em S, agora, devem ser calculadas por processos limites à medida que (x9,%0)
aproxima-se do contorno. Para melhores detalhes desta estratégia, podem ser
consultadas as referências (BEER, 2008; BREBBIA, 1978). A equação integral de
contorno escreve-se então como:
Em 111ET(o, Yokm 6) = |Gy, Va km 06(63,00 esmas (MD
Ss
- | 66,3, kemOH(E, Y, VsLos Vos kem 69) AS.
Ss
O fator é é uma constante definida pela forma do contorno onde o ponto fonte
1, se (XY) ÉS
está atuando, sendo este: é = o se (x9,Y0) ES ese for suave.
0, se (x9,)Y0) E
O MEC tem origem com a avaliação numérica da expressão (111). Esta
formulação fornece uma relação que deve ser satisfeita pelas temperaturas e fluxos
no contorno. Quando as condições de contorno são aplicadas, essa equação pode
ser usada para calcular as incógnitas no restante do contorno.
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c) Equação integral na presença de umafonte de calor
Se o problema apresenta uma fonte no domínio, por exemplo B(x,y), a
equação (88) deixa de ser uma equação diferencial homogênea para converter-se em:
2
(112)
v2 + 2 Go] T(w,x,y,kzm) = B(x,9).
A equaçãointegral do MEC correspondente pode ser escrita como:
e 113
ET (xo, Yo» Kzm» w) = fa X, Va Ezmo w)G(x, V,Xo Yo» Kzmo w) ds ( )
Ss
[reKkzm 0)H(X,Y,Vn X0, Yo KzmW) ds
Ss
+ | B(x, y) G(x, V, Xo, Yo Km w
)dN.
Q
Para este trabalho, utiliza-se de uma fonte concentrada unitária, aplicada no
ponto (xs, ys). Sendo assim: B(x,y) = ó(x — x,y — y,). Empregando a propriedade
do Delta de Dirac apresentada em (109), a equação (113) pode ser rescrita como:
ar 114
CT(xo, YoKzmo w) = fax Vo, Va, Kzmy w)G(x, V,Xo» Yo» Kzmp w) ds ( )
s
— fra », Kzm» w)H(x, x, Va» X0» Vo» Km w) ds
S
+ G(xs, Ys» X0» Yo
Km wo).
Se a fonte de calor for representada por ,., sendo que
Tinc (X9 75, Xo, Yo Ezm WD) = G(Xs,Ys, Xo» Yo KemW), tem-se:
2 115
CT(xo, YoKzmo w) = fax Y, Va, Kzmo w)G(x, Y,Xo» Yo» Kzmp w) ds ( )
s
— fra x, Kzmo w)H(x, Y Vw Xo Jo Kzmo w) ds
Ss
+ Tinc (Xs, YsX0,Y0» Kzmo wo).
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d) Equação integral para condições de contorno diferentes de zero
O problema detransferência de calor transiente por condução no domínio da
frequência, em um domínio 9, homogêneo, isotrópico e com condições iniciais
diferentes de zero, pode ser descrito pela seguinte equação:
2 (116)
—iw To(x, y)
v2 T » , = ,+ K (m,X Y) E 
onde To(x,y) é a distribuição temperatura inicial. A equação integral do MEC
correspondente pode ser escrita como:
CTC(xg, Yoq) = [acem w)G(x, y, Xo YoW) ds ( 19)
Ss




+| 006) G(x,Y,XY W) dO.
Q K
Nota-se que esta equação possui uma integral de domínio
f To(x,Y)mo E G(x,Y, Xo, Yo» W) dO a qual, neste trabalho,é avaliada discretizando o domínio
em células quadrilaterais.
5.1.2 Formulação do MEC para meios sólidos contendo inclusões sólidas
Essa subseção descreve a formulação do MEC usada para obter o campo de
calor na vizinhança de uma inclusão com seção de geometria qualquer com condições
iniciais iguais a zero. Considera-se um meio sólido homogêneoinfinito contendo uma
inclusão, definida por um contorno S. Este sistema está sujeito à transferência de calor
gerada pela ação de uma fonte de calor representada por T,,c no meio externo. Ao
longo do contorno S no domínio exterior:
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et ta) (Xo, Yo» Kzm w) (1 1 8)
= [acerm Kzmo 068(x,y, %0, YoKem w) ds
Ss
- [roYo KmHO(x,y, Va X0 Yo Kem WD) dS
Ss
+Tinc(Xs» Vs» X0» Yo» Kam ),
Ao longo do contorno S no domínio interior:
TO(x9,Y0 Kzm00) (119)
- |40,7, Va km 0)CO(1, ,%0, 0: Kero 69) ds
Ss
. [7º(1x,Kzmo w)HO (6,7, VnXo, Yo» Kem WD) ds.Ss
Nas equações acima, os sobrescritos (a) e (b) correspondem ao domínio
exterior e interior, respectivamente, v, é o vetor unitário normal ao contorno, G e H
são as soluções fundamentais para a temperatura (7) e o fluxo de calor (q),
respectivamente.
A solução global é encontrada resolvendo as equações (118) e (119), que
exigem a discretização do contorno em N elementos de contorno. Se forem usados
elementos constantes, com um ponto nodal no meio de cada elemento, os valores de
T e q são constantes sobre cada elemento e as equações de interpolação possuem
valor unitário. As equações assumem a seguinte forma, para um dado ponto k, ao
longo do contorno no domínio exterior:
TO(xp, Yk» Ksmo ww) (120)
N
= >| GO(x,yXeYo Kzmo oq(x, Yu ViKem w)ds;
1=1 “8
N
5] TO(x,ykm o)H(O(xy, Yp Vi Xks Yo Kkzm W)dsy
1=1 "81
+ Tinc (Xs, Vs» Xp» Yk» Kzmo w).




= >|, GO) (xy, Yi, Xe, Yo» Km» o)q(x, Y1 Vi kzmW)dsS;
1=1 "8
N
— >, | HO) (xp Yu Vo Xe Yk, Ksmo w)TO) (xi, Yu Kzm w)ds, ,
1=1 "5
onde k é a posição onde a fonte unitária está atuando no contorno, | é o índice
associado ao nó do elemento que está sendo integrado, S, é o contorno do elemento
I. Os valores de 7 e q podem ser levados para fora da integral já que são constantes
para cada elemento. Assim as equações (120) e (121) tornam-se, respectivamente:
ET(xp, 47) Kzmo w) (122)
N
AUl=1 lCroemo) q(x, yr Vi Kem 00)
N
— >, () H(a) (xp Yu Vu Xe Vo Kzm oas,) T (a) (xy, Yu Kzm» w)
1-1 Si
+ Tinc (Xs, Vs» Xjes YiKemy w),
TD(cx, Yes Kzm0) (123)
U






GO) (Xp, Yo Xp Yk» Kkzmo ojas,) q) (xy, Yu Vo Kzmo w)
I=1 l
Usando uma notação mais compacta para as equações (122) e (123), para o
domínio exterior:
o (124)
ET(uk = >, G(Dig(a! - 3 HCO4
(ok,






q = q(Mapypvpkm O), q! = q,ypVi km 0),
TO = TO,ypkm 00), TO= Tx,yp km 0),
TOR OGYo km00), TO = TOYo Kem00),
HtOkL = So HOCe, Yu Vo Xp Yk, Kszmo w)ds,, HOM = Jo HO (1, Yu Vo Xp, Vw» Kzmw)ds,
GU = Js GO(xyu Xe Yo» Kamw)ds, GU= 's, GO(x, Yu Xp» Ykr» komi0) ds,
TO e TW! são os valores nodais das temperaturas no elemento ! no domínio exterior
e interior, respectivamente,e qt”! e q)! são os valores nodais dos fluxos no elemento
l no domínio exterior e interior, respectivamente. Note que o Índice “k” também varia
detaun.
Montagem das matrizes
O sistema final de equações é estabelecido após uma manipulação
matemática e em conformidade com a continuidade das temperaturas e fluxos de calor
ao longo do contorno da inclusão.
pk — o] [| o [Tec] (126)
Ab ço q! - '
Quando | =k, HO=c, + HOWk e JK =c, + HW, Como mencionado
anteriormente, para elementos constantes o contorno é sempre suave conforme o nó
está no centro do elemento, portanto o multiplicador c, vale 2. Quando | £ k, AV =
HOWekl = gi As integrações ao longo dos elementos são avaliadas usando
um esquema de quadratura gaussiana se o elemento a ser integrado não for o
elemento carregado. Para esse trabalho, foram usados 8 pontos de Gauss. Quando o
elemento carregado coincide com o elemento a ser integrado, no entanto, os
integrandos exibem uma singularidade e a integração pode ser calculada de forma
analítica (TADEU; SANTOS; KAUSEL, 1992).
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(127)Loard =E Ho (he) + ma (62) So (62) —
Ho (ka 5) Si (ea 5)|
onde S,s() são funções de Struve de ordem ns e L é o comprimento do elemento de
L
contorno. Observe-se que/2 Hi(kary)= dr = 0, pois = =0.
Uma vez resolvido este sistema, são obtidos os valores nodais de temperatura
e fluxos de calor no contorno, o que permite determinar os valores correspondentes
ao camporefletido em qualquer ponto do campo em análise.
5.2 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO E CONVECÇÃO
A presente seção apresenta a formulação do MEC para obtenção do campo
tridimensional de calor gerado por uma fonte pontual localizada na vizinhança de uma
inclusão de seção arbitrária e constante ao longo de uma direção, considerando agora
o fenômeno de condução e convecção sob condiçõesiniciais iguais a zero. Tal como
foi mencionado, a resolução do problema tridimensional estudado nesta tese, quando
a geometria do modelo não se altera em uma direção, pode ser simplificada com o
uso de um modelo de duas dimensões e meia (2,5D), onde a fonte é tridimensional e
a geometria é bidimensional. A resolução pode então ser encontrada através de um
conjunto de problemas bidimensionais para diferentes números de onda na direção
onde a geometria não varia.
5.2.1 Formulação do MEC para meios homogêneos
O MEC também pode ser utilizado para resolução de problemas de
transferência de calor transiente por condução e convecção simultaneamente, no
domínio da frequência, para cada valor de k,m, em um domínio 9), homogêneo,
isotrópico, correspondendo a problemas bidimensionais individuais.
> av (128)
[r (Vet) + (Je- (em?) Promo = 0.
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Assim como para a equação (88) do fenômeno de condução, a equação
integral do MEC para o problema descrito pela equação (128) pode ser obtida também
a partir do Método dos Resíduos Ponderados. Admite-se um meio homogêneo Q
(ilustrado na Fig. 2), com contorno S, sendo S = S,+S$,, sujeito às condições de
contorno dadas por (89) e (90). Para aplicação do MRP na equação (128) e às
condições de contorno (89) e (90), consideram-se as expressões:
very Day, DD ent=R (128)
KV “ox “dy qc
T-T=Rs, (130)
q-—q=Rs, (131)
em que k, = - — (k,m)?, e lembrando que Ro, Rs, e Rs, são os resíduos e que 7
e q representam, agora, valores aproximados. Comojá descrito para o problema de
condução, com a finalidade de minimizar esses resíduos, o seu produto por funções
dw ow ow
de ponderação w, w, w (cujas derivadas normais são —, —,
dvn' dVn OVn
) é integrado no
domínio e no contorno e igualado a zero. Assim, chega-sea:
[Ra was + [ Rs,W ds1 + | Rs,W ds, = 0. (132)
Q S1 Sz
Substituindo as equações (129), (130) e (131) em (132), tem-se:
oT 24 on (133)
[ru+V, =—7 +k'Dwdd+ (T-TDwds,
S1
(q — )w ds, =.
S2
Aplicando-se o teorema da divergência (WROBEL, 2002) na integral de
domínio relacionada à convecção:
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| 1 v oT Ww 97 ao (134)
ok “ox “dy ”
“(1/  0W7)  a(wi)
| e(v my a) T do
ok? Ox “dy
=+| Tvd [alise+ >) Tao
“KJ nos KT Ox “dy ,
sendo V, = Veny + V,ny, onde n, e ny são os vetores unitários na direção x e y,
respectivamente. O que diferencia a equação (95) para a condução da equação (133)
para condução e convecção, é que esta última incorpora o termo relacionado ao
fenômeno da convecção. A partir disso, a equação integral do problema pode ser
encontrada seguindo os passos dados para chegar à equação (104) adicionando-se
a equação (134) a esta. Assim, a partir de (133) chega-sea:
1 ô ô - -
[rwsalvei) +katw) T do + [quds — [tiras (135)
o K 0x 0y s s ÔOVn
, [wTwds=0K ” nd 0.
Substituindo então na equação (135) a solução fundamental correspondente




| V2a(x, Y, Xo, Yo» Ksm» w)
Q
 
1 (v 0G(x,Y,X0,0 Kem, 0), 9G(x,7,X0, YoKzm» 2)
xK ôx Vy ôy
+ ka (1,9), X0 Yo Kzm o) T (x,y, Kkym W)d
= fra ), Kzmo w)H (x, Y Vw Xo Yo Kzmp w)ds
Ss
= fam y, Va» Kszm w)G(x, y, X0, Yo» Kszmy w)ds
Ss




sendo H(x,y, Va Xo VoKm w) =
A equação (136) é conhecida como equação integral do problema governado
pela equação (128). As funções de Green para a temperatura e fluxo de calor,
envolvendo condução e convecção válidas para um meio homogêneo infinito, são
dadas por:
tr 137
G(X,Y,Xo, Yo» kzm» w) = 7x8Ho(kp ri), ( )
H (x,y, Vw Xo, Yo» Kzmo w) (138)
—L Vr
=e[oi5) Hole ri) — kaHh (kg (5.
fluxo, respectivamente, em (x,y) devido a uma fonte pontual unitária aplicada em
(Xo» Yo).
e) Equação integral para pontos internos
Para eliminar a integral de domínio da equação (136) usa-se da propriedade
da solução fundamental G, onde:
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V2G(x,),X0,0 kzm00) (139)
1 9G(X,Y,X0, Yo» Kzmo w) 9G(x,Y,X0, Yo» Kzmp w)
—[V. V,
+ * ôx +hy ôy
 
+ ka G(%, Y,Xo» YoKzm» w) = —ó(x, V,Xo» Yo).
Aplicando então a propriedade do Delta de Dirac descrita pela equação (109),
chega-sea:
a 140
T(xo, Yo» kzmo ww) = fa XY, Va, kzmo w)G(x, VY, XY» kzmo w) ds ( )
s
— fra: », Kzmo w)H(x, Y Vw Xo Yo Kzm ww) ds
Ss
1 a=)6663,%40:%0kem0)TCY leomo 0) Vs
s
f) Equação integral de contorno
Utilizando a estratégia citada anteriormente (BEER, 2008; BREBBIA, 1978),
onde avalia-se a equação (140) utilizando processoslimites quando o ponto (x5,%0)
aproxima-se ao contorno. Encontra-se a equação integral de contorno, cuja
formulação fornece uma relação que deve ser satisfeita pelas temperaturas e fluxos
no contorno.
(141)
CT (xo, Yo» Kzmo w) = fa Yo Va, Kzmo w)G(x, Y Xo,Yo Kzmo w) ds
s
— fra: y, kzmo w)H(x, Y Vw Xo Yo» Kzm w) ds
Ss
1 -
— ga:Y Xo)Yo» Kzmo w)T(x, y, Kzmo w) Vads.
s
Com essa equação pode-se obter todos os valores que antes eram incógnitas
no contorno. A partir desses valores encontrados, as incógnitas no restante do
domínio podem ser calculadas.
5.2.2 Formulação do MEC para meios contendo inclusões
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Essa subseção descreve a formulação do MEC usada para obter o campo de
calor na vizinhança de uma inclusão de secção com uma geometria qualquer.
Considera-se um meio sólido homogêneoinfinito contendo uma inclusão definida por
um contorno S. Este sistema está sujeito à transferência de calor gerada pela ação de
uma fonte de calor representada por 7,,. no meio externo. Ao longo do contorno S no
domínio exterior:
TO(x9,%0Kzm w) (142)
= fa(x, Y Vo Kzmo w)GU (x, YXo, Yo» Kzmo w) ds
Ss
— [ro (x, y, Kzm» w)H(O (x, Y Vw Xo Yo Kzmo w) ds
Ss
1 -
o x) GO(6,37,%0, 90 km 00) TO, 3, 00, km)VnOdsSs
+ Tinc (Xs, YsX0, Yo» kzmo w).
Ao longo do contorno S no domínio interior:
CT) (Xo, Yo» Ksmo w) (143)
= [96%vm emo 060(3, %0,%0r esmo)
Ss
— [7º (x, », Kzmo w)HO) (x, Y Vw Xo Yo Kzmo w) ds
Ss
1 -
o K | GO (x, y, Xg, Yo» Kszm w)
TD) (x, x, WU, Kern)Vnds.
Ss
Nestas equações, os sobrescritos (a) e (b) correspondem ao domínio exterior
e interior, respectivamente, v, é o vetor unitário normal ao contorno, G e H são as
soluções fundamentais para a temperatura (7) e o fluxo de calor (q) para o caso
envolvendo condução e convecção, respectivamente.
A solução global é encontrada resolvendo as equações (142) e (143), que
exigem a discretização do contorno em N elementos de contorno. Para esse trabalho
foram utilizados elementos constantes. As equações assumem a seguinte forma, para
um dado ponto k, ao longo do contorno no domínio exterior:
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TO(Xe Yo Kzm WU) (144)
N
= >| GD(xy, YvXe Yo Kzmo oq(xy, Yu Vi Kem w)dsj
[=1"S
N
5TOO (xy, Yi Kem0)HO(xp, Pp Vis Xe Vis KemO)
s
N
1 (a) T(a) (a)-), GyXVKm 0) Tx, yrKm W)Vn “ds
1=1 "8
+ Tinc (Xs, Vs» Xp» Yk» Kzm» w).
Ao longo do contorno no domínio interior:
CxTD) (Xe Yes Kzmo 00) (145)
N




— >, | Hb) (xr, Yu Vo Xe Vo Kemp w)TO(x, Yu Ksmo w)ds;
q"S
N
o RD, | GO(x, Yu XiYo Kszmo w) Tt) (xp
Yu Km w)V,2ds; ,
Ss
l=1
onde k é a posição onde a fonte unitária está atuando no contorno, | se refere ao
índice associado ao nó do elemento que está sendo integrado, S, é o contorno do
elemento I. Como para esse trabalho foram utilizados elementos constantes, os
valores de 7 e q podem ser levados para fora da integral já que são constantes para
cada elemento. Assim as equações (144) e (145) tornam-se, respectivamente:
q
GIO(Co Yo Kzm0) (146)
y
U
() GO(xy, Pt Xkos Yes Kamu ojas,) TO(xy, P
t kezm0)VyO
Si
GrVoemo) q(x, Yu Vi Km 0)
l
HoCp Yu Vo Xo Yo Kzmy ojas,) T(a) (XY Kzm0)
l2
A








ExTD) (yes Vire Kem» U) (147)
N




Usando uma notação mais compacta para as equações (146) e (147), para o
NH pa












o HOLEal>G(Diaiy(o) + TLok,
l=1 l=1
Ao longo do contorno no domínio interior:
(149)N N N
ET — >,Gg o >, HOLA —>GT)
1=1 l=1 l=1
Note que “k” também varia de 1 a N.
O sistema final de equações é então estabelecido com a imposição de
continuidade das temperaturas e fluxos de calor no contorno da inclusão. Da mesma
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forma mencionada anteriormente, as integrações ao longo dos elementos são
avaliadas usando quadratura gaussiana se o elemento a ser integrado não for o
elemento carregado. Para essa tese, utilizou-se de 8 pontos de Gauss. Quando o
elemento carregado coincide com o elemento a ser integrado, a existência de
singularidade é resolvida de forma analítica utilizando a equação (127). Uma vez
resolvido este sistema, os valores nodais no contorno, que constituem as incógnitas,
são obtidose, a partir deles, as temperaturas e fluxos de calor em qualquer ponto do
domínio podem ser calculados.
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6 ACOPLAMENTO DO MEC COM A FORMULAÇÃO ANALÍTICA
No capítulo 4 descreveram-se soluções analíticas que possibilitam a
resolução de problemas de transferência de calor, em regime transiente, para um
sistema cilíndrico, submetido a uma fonte de calor, de seção composta de várias
camadas concêntricas, cujos meios são homogêneose isotrópicos. Estes algoritmos
de cálculo não são aplicáveis a problemas com várias inclusões, nos quais a solução
analítica é muito mais complexa de se obter. Apesar de ser possível resolver
problemas de difusão de calor com inclusões de multicamadas através do MEC
convencional, a sua combinação com o modelo analítico apropriado permite evitar a
discretização das interfaces entre camadas (sólidas ou fluidas) com diferentes
propriedades térmicas. Essa estratégia permite reduzir o esforço computacional em
relação ao que seria necessário caso se utilizasse um modelo do MEC com funções
de Green válidas apenas para um domínio infinito e permite lidar com a interação entre
as inclusões de multicamadas que, na prática, seriam inviáveis de serem resolvidas
apenas com a solução analítica.
A seguir, é apresentada a formulação proposta que acopla o MEC com
soluções analíticas, sendo o MEC usado para o domínio ilimitado homogêneo,
enquanto as soluções analíticas são usadas para resolver cada um dos subdomínios
confinados não homogêneos, combinando as vantagens de ambos os métodos em
uma única solução. Neste capítulo também é descrito o procedimento usado para
obtenção da solução no domínio do tempo resumidamente.
6.1 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO
Nesta seção apresentam-se as formulações que consideram o fenômeno de
condução do caso 2,5D para um problema com uma fonte de calor e condiçõesiniciais
iguais a zero e em seguida para o caso bidimensional com condições iniciais
diferentes de zero.
6.1.1 Fonte de Calor e condiçõesiniciais iguais a zero
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Primeiramente é apresentada a formulação considerando apenas uma
inclusão submetida a uma fonte de calor e considerando condições iniciais iguais a
zero. É feita uma verificação dessa formulação desenvolvida comparando os
resultados com o caso analítico. Na sequência, descrevem-se as equações
considerando duas inclusões, sendo que estas podem ser facilmente expandidas para
o caso de mais inclusões e esse algoritmo proposto é comparado com as soluções
utilizando apenas o MEC clássico.
6.1.1.1 Formulação para uma inclusão
Nesta subseção, uma estratégia para acoplar o MEC a soluções analíticas é
apresentada.
FIGURA 3 — REPRESENTAÇÃO DA SEÇÃO DE UMA INCLUSÃO CILÍNDRICA DE MULTICAMADA,
COMPOSTA POR h-1 ANÉIS CILÍNDRICOS(MEIOS = 1,2,.... h-1) E UM CILÍNDRO INTERNO
(MEIO h). ESTA INCLUSÃO É DELIMITADA POR UM SÓLIDO UNIFORME (MEIO 0) E SUBMETIDA
A UMA FONTE DE CALOR.
AY
Contorno




N Meio O M
FONTE: O autor (2021).
Considere um meio sólido homogêneo infinito ao redor de uma inclusão
cilíndrica composta por multicamadas e um cilindro interno (meio A). Este sistema
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(ilustrado na FIGURA 3) está sujeito à transferência de calor gerado pela ação de uma
fonte no domínio exterior, representada por T,,., localizada em (xs, y;). Definindo-se
um contorno virtual S”, localizado a uma certa distância do contorno da inclusão, a
equação integral de contorno ao longo do contorno S' no domínio exterior pode ser
descrita por:
TO(x9,Y0 KzmW) (150)
= | q(x,y, Va kz0)GC(x,7,%0, Yo kom0) ds!s
= [FG3 esmoHOCv/vXo Vorkeemo 0) As
+ Tinc(Xs» Vs, X0» Yo» Km WD),
É necessário adicionar a contribuição da inclusão no campo de temperatura e
fluxo de calor ao longo do contorno virtual S” no domínio interior:
ET) (xo, Yo» Km» w) (151)
o | q(x, », Va» Ksm» w)GP) (x,
», Xo, Yo: Kzmo w)ds"s!
+ | q)(x, x, Va» Kzm» ww)6) (x, y, Xo Yo» Km w)ds”
s!
o | TO) (x, y, Kszmy w)HO) (x, y,
Va» X0g» Yo» Ksmo w)ds"s!
o | 7) (x, X, Kzm» w)HO) (x, VV
XY» Kzm» w)ds”,s!
onde 62 (x,y,x9,Y0 km 0) e HP (x,y,Vm Xo Yo KzmW) representam a variação no
campo de temperatura e fluxos em (x,y), gerados pela presença da inclusão e são
computados analiticamente usando a equação (35) e sua derivada (36) (após os
coeficientes 41º serem definidos). A solução dessa equação requer a discretização
do contorno virtual Sº em N elementos. Nesse trabalho foram considerados elementos
constantes com um ponto nodal no centro. As equações têm a seguinte forma, para
um dado ponto k , ao longo do contorno S' no domínio exterior:
N N
CTDk = >, G(DkLgta — >,HOP 4 Tok









q = qyuvikm 0),
qe = q) (Xp Yu Vo Km W),
TO = Ox,yr km 0),
TO = f(W) (xp Yp Km WD),
Tldk — TO(xp Yo Kzm0),
TO = TOVoKm 0),
Htukt — [Harikzm W)dsr,
S
HOkL = Js HOP)(x,, Vo Vo Xw Yo» kzmw)dsy
;
,
fl = Ja HO(x, yu ViXe Ykr» kom)dst,
GKI = 5 GP) (x, Yp Xp, Yk» Km) dsy,
GR = Jo GU(x,, Yu Xk YVk» kzmw)ds;,
l




l é o índice associado ao nó do elemento que está sendo integrado, S, é o contorno
do elemento 1, TU e 7W)! são os valores nodais das temperaturas no elemento ! no
domínio exterior e interior, respectivamente, qo! e qe! são os valores nodais dos
fluxos no elemento ! no domínio exterior e interior, respectivamente.
As funções de Green 2,5D necessárias, relacionadas à temperatura e ao fluxo
de calor em coordenadas cartesianas em um meio infinito em (x;,y,), devido a uma
fonte de calor unitária em (x,, yx), são dadas por:
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= 154
G(x,, Yu XY» kz, wW) = gx,ola, ri), )
i õr. 155
H(Xy Yu Vo Xe Yo kz) = 4 ERLAÇA n) (5) e
onde 7; = (xy — x)? + (Vi — Yk)*.
Para resolver as equações (152) e (153), um sistema final de equações é
estabelecido após a imposição da continuidade das temperaturase fluxos de calor ao
longo do contorno virtual. Sua solução fornece as amplitudes das temperaturas e dos
fluxos de calor nos pontos nodais, o que permite que o campo de calor seja calculado
em qualquer ponto no domínio exterior ou interior. O desenvolvimento desse sistema
de equações será mais bem descrito posteriormente para o caso de duas inclusões.
6.1.1.2 Verificação da formulação para uma inclusão
Considere a inclusão mostrada na FIGURA 4, composta por um núcleo
circular cilíndrico interno (meio 2), limitado por um anel circular cilíndrico (meio 1),
incorporado em um espaçoilimitado e uniforme (meio 0). O raio externo e interno são
a=03me b=b0,15m, respectivamente. Este sistema está sujeito ao calor gerado por
uma fonte externa posicionada em (-1,2m, -1,2m). As propriedades do material estão
listadas no Quadro 1. Os cálculos são realizados em uma faixa de frequência [0,0Hz,
64,0 x1077Hz], usando um incremento de frequência Aw = 1x 107'Hz en =0,740.
A precisão da formulação é confirmada calculando a resposta em dois receptores
localizados no sistema [Receptor 1 (-0,7m, -0,7m), Receptor 2 (-0,05m, -0,05m)] para
k, = 0,0rad.m”! ek, = 1,0rad.m”1. São usados 20 e 50 elementos de contorno para
modelar um contorno virtual circular posicionado a 0,3m da inclusão.
As FIGURAS 5a e 5b apresentam as partes reais (linhas azuis) e imaginárias
(linhas vermelhas) da temperatura. As linhas contínuas correspondem à solução
analítica (usada aqui como solução de referência), enquanto a solução do
acoplamento, usando 20 elementos de contorno constantes, é indicada pelas linhas
marcadas. Os resultados apresentam uma concordância muito boa entre a solução
de acoplamento proposta e a solução analítica.
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FIGURA 4 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DA SEÇÃO TRANSVERSAL DE UMA INCLUSÃO
CIRCULAR CILÍNDRICA SUBMETIDA A UMA FONTE DE CALOR.
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FONTE: O autor (2021).
QUADRO 1 — TÍTULO DO QUADRO
Condutividade Densidade Calor Difusividade
Térmica (kg.m*) Específico Térmica
(Wim1.00!) (J.kg1.907) (m2.s!)
Meio O 1,4 2300,0 880,0 6,92 x 107
Meio 1 0,72 780,0 1860,0 4,96 x 107
Meio 2 63,9 7832,0 434,0 1,88 x 10%      
FONTE:O autor (2021).
As FIGURAS 6a e 6b ilustram o valor absoluto do erro dos resultados do
acoplamento em ambos os receptores, usando 20 e 50 elementos de contorno para
discretizar o contornovirtual. Como esperado, pode-se concluir que a solução melhora
quandosão utilizados mais elementos de contorno, demonstrando a convergência dos
resultados.
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FIGURA 5 — SOLUÇÕES ANALÍTICAS VERSUS SOLUÇÕES COM O CÓDIGO COM
ACOPLAMENTO (PARTE REAL EM AZUL; PARTE IMAGINÁRIA EM VERMELHO; RESPOSTAS
ANALÍTICAS EM LINHAS SÓLIDAS; RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS)
PARA k, = 0,0rad.m”! e k, = 1,0rad.m”!: a) RESPOSTAS NO RECEPTOR1; b) RESPOSTAS
NO RECEPTOR 2.
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FONTE: O autor(2021).
 
FIGURA6 — ERRO NUMÉRICO ABSOLUTO DAS RESPOSTAS DO ALGORITMO PROPOSTO
(LINHA LARANJA — 20 ELEMENTOS DE CONTORNO; LINHA VERDE — 50 ELEMENTOS DE
CONTORNO): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR1; RESPOSTAS NO RECEPTOR 2.
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FONTE: O autor (2021).
6.1.1.3 Formulação para duas inclusões
Esta seção descreve o acoplamento entre o MEC e a solução analítica para
obter o campo de calor gerado, nas proximidades de inclusões cilíndricas de
multicamadas, por uma fonte de calor. Para simplificar, considere a existência de
apenas duas inclusões cilíndricas de multicamadas, 1 e 2, envolvidas por um meio
sólido e infinito. Como a formulação do MEC incorpora a solução analítica,
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apresentada anteriormente, como funções de Green, levando em conta a presença
das multicamadas, não há necessidade de discretizar as interfaces das camadas do
sistema com elementos de contorno.
FIGURA 7 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE DUAS INCLUSÕESCILÍNDRICAS DE
MULTICAMADAS. ESSAS INCLUSÕES HETEROGÊNEASESTÃO INSERIDAS EM UM MEIO
SÓLIDO (MEIO 0) E ESTÃO SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR.
 
   
 
FONTE:O autor (2021).
Este sistema (ilustrado na FIGURA 7) está sujeito a uma transferência de calor
gerada pela ação de uma fonte de calor no domínio externo, representada por T;nc,
aplicada em (x,,y,). Considera-se dois contornos virtuais arbitrários Sj e S;,
localizados a uma certa distância da primeira e da segunda inclusões,
respectivamente. A equação integral de contorno ao longo dos dois contornosvirtuais,
no domínio externo, pode ser expressa por:
(156)
cT (a) (Xo» Yo» kzmo w) = | q(x, Y,Vn, Ksmo w)G!O (x, Y, XY» Kzmo w) ds1
S1
— | (a) (x, ), Kzmo w)H(O (x, VVXoo Kzm» w) ds4
S1
+ Jos q(x, V, Va, Kzmo w)G(D (x, Y,Xo,Yo» Kzmo w) ds, —
Jos Tta (x, y, Kzmo w)H() (x, Y Vw Xo Yo» Kzmp w) ds, +
Tão (Xs, Ys%0,Y0» kzm» q).
Nesta equação, os sobrescritos (a) correspondem ao domínio externo. É
necessário adicionar a contribuição das inclusões no campo de temperatura e fluxo
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de calor ao longo dos contornos virtuais S;e S; no domínio interior. Ao longo do
contorno virtual Sj no domínio interno da primeira inclusão, tem-se:
nas » (157
CT(x9,%0 Kem 0) - | q(x,y, Va KemGP(x, 7, X0s Vos Kam(O) ds4 ( )
S1
+ | qe) (x, », Va» Kszm» w)G O) (x, », Xo» Yo» Kszmy w)ds
S1
aalb) 1
-). TG,kmHP(x,y, Va Xo, Yo KzmW)ds1
1




onde os sobrescritos (b) correspondem ao domínio inteno de 5,
6(x,y,%9 70Kzm 0) € TP(x,y, vm Xo» Yo» KzmWD) representam a variação no campo
de temperatura e fluxos em (x,y), gerados pela presença da inclusão 1 e são
computados analiticamente usando a equação (35) e sua derivada (36) (após os
coeficientes 47º serem definidos). Ao longo do contorno virtual S; no domínio interno
da segunda inclusão, tem-se:
= , (158
ET(x9, 70» Kszm w) - | q(1,7, Va KemGO(x,y, X9, Yo, Kzmy w) ds, ( )
Sa
+ | q(x, Y VaKzmw)6 (x, Y, X0, YoKzmo w)ds>
S;
— , TO (x, >, KzmHO(x, X, Va, X0» Yo km o)ds>
S2




onde os sobrescritos (c) correspondem ao domínio intemno de Ss,
CO(x,y,X0 Yo KemW) € HO (x,y, Vw Xo, Yo KzmW) representam a variação no campo
de temperatura e fluxos em (x,y), gerado pela presença da inclusão 2, e eles são
computados analiticamente, conforme mencionado anteriormente.
As equações (157) e (158), são discretizadas em elementos de contorno
retos, com um ponto nodal no meio de cada elemento, sendo a interface do contorno
virtual S; em N,, e S; em N, elementosde contorno. As equações assumem a seguinte
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forma, ao longo do contornovirtual no domínio externo, sendo um dado ponto k um
dos nós do contorno S; e p um dos nós do contorno S3:
N4 N2 NMGF4 e0 = >(Og4 >qGa — >,pla
[=1 g=1 1=1
- >, HOT + 3qgr + >, qOIGP
g=1 l=1 g=1
N4 N2





qo! — q(xy, Vo Vy Kzm w),
q = q(Xg» Yg» Vg» Kzm «) ,
Flo = TO(x, YVp Kzmo w),
T(a)g = T(a) (xg, Yg» Kzmo w),
Tl)k = (a) (Xy, YVk Kzmp w),
Tor = Ox,Yo Km 00),
(ki — |HOGer Vi Xe Vie Kem, W)ASL,
St
Hoi - | HCO(x, 91 Vis Xp» Ypo Kem(0) disp,
St
H(Dia — | HO(scg, Ygr Vgo Xer Yes Kem(0)ds,
s!
9
Hora — | HO(x5,YgVo» Xp» Yp» Kzm w)dsg,
Sg
GOL = | GO(x, Vo Xk» Vo Kzm w)dsy,
Si
G(ol = | GU (xy, Yo Xp» Yp» Kzm» w) dsi,
Si
G(Ukg - | GO (x5,Yg» Xk Yko Ksmo w)dsg,s!
g
G(upg |. GC(x, Ygr Xp» Yp» Kzm» W)dSg,s9
(159)
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Toe Tl são os valores nodais das temperaturas no elemento | e q,
respectivamente, no contorno do domínio exterior, q'V! and qtVI são os valores
nodais dos fluxos no elemento | e q, respectivamente, no contorno do domínio
exterior, k e p são as posições onde a fonte unitária está atuando no contorno ele g
são os índices associados ao nó do elemento que está sendo integrado.









TO= FW) (xp Yp Km WD),
TOk = TOYKm W),
HOokL = | HO) (xp, Yo VoXV kzm w)dsi,
Si
GOKL — | GO(x, Yp Xp Yo km W) dsj,
Si
HO = | A) (xp, Yo Vo Xy Yko kzm, w)dsi,
St
GU= | GO(xy, Pr XiVis Kem(0) disp,
Si
TO) é o valor nodal da temperatura no elemento ! no domínio interior do contorno S;
e q”)! é o valor nodal do fluxo no elemento 1 no domínio interior do contorno S;. Ao
longo do contorno virtual S; no domínio interno da segunda inclusão, tem-se:
No No (161)
TO= >,qGP + >,qEPI
g=1 g=1
N2 N2




q = qo(Xg» Yg» Vg» kszm» w) ,
TOS = TO(x, Yo Kerr (0),
Top = To) (xp, Yp» Kzmo o),
Ht(odprg - | HO(x5,YgVy Xp» Yp» Ksm» w) dsg,
Sg
(rg = | Gt (Xg» Yg» Xp» Yo» Kzmo w) dsg,
s!
9
Htdrg - | ÃO (x5, 99 Vg Xp» Yp» Kzmo w) dsg,
r
Sg
G(prg = | GO(xg, Yg» Xp» Xp» Kzm» w) dsg,
s!
9
T(O9 é o valor nodal da temperatura no elemento g no domínio interior do contorno S;
e q(99 é o valor nodal dofluxo no elemento g no domínio interior do contorno Sj.
O sistema final de equações é estabelecido após uma manipulação
matemática e em conformidade com a continuidade das temperaturas e fluxos de calor
ao longo dos contornos virtuais estabelecendo um sistema [2(N, + N5) x 2(N, + N9)].
Ato Ag — G(DkL — (kg TY [Tko] (162)
Ad! H(vra — qtde — q(dpg T9 - Tp:
Ad,fd 0 —GOL GOL 0 q! o |
0 H(Opm 4 plodpg 0 —g(dra — Gral g? 0
Quando k =|: Hk = é, + HOWke gb= e + HWe quando p=g: HOPI =
E + HOPI e FlOPI = & + H(OP9, Conforme mencionado anteriormente, para
elementos constantes o contorno é sempre suave conforme o nó está no centro do
elemento; portanto, os multiplicadores & e Ci valem %. Para k x Li HUk =
HOe ]Wk - |Oe para pg: H(Vra = g(Drg e (Org = g(odrg,
As integrações ao longo dos elementos são avaliadas usando um esquema de
quadratura gaussiana se o elemento a ser integrado não for o elemento carregado.
Quando o elemento carregado coincide com o elemento a ser integrado, no entanto,
os integrandos exibem umasingularidade e a integração pode ser calculada de forma
analítica conforme descrito pela equação (127).
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Após a resolução deste sistema, são obtidos os valores nodais de temperatura
e fluxos de calor, que permitem processar os valores correspondentes do campo
refletido em qualquer ponto do campo em análise.
6.1.1.4 Verificação da formulação para duas inclusões
O algoritmo proposto é comparado com as soluções do MEC, para o campo
de calor produzido por uma fonte na vizinhança de duas inclusões cilíndricas
incorporadas em um meio sólido infinito, centralizadas em (0,0m, 0,0m) e (3,0m
/0,0m), com raio 0,6m (FIGURA 8). As propriedades do meio sólido hospedeiro (meio
0) e das inclusões (meio 1 e meio 2) são as mesmas listadas no Quadro 1.
Presume-se que a fonte esteja no meio O no ponto (1,5m, 1,0m), sendo esta
uma linha harmônica cuja amplitude varia senoidalmente na terceira dimensão, de
acordo com diferentes valores do parâmetro k, (k, = 0,0, k, = 1,0)rad.m”1.
FIGURA 8 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DA SEÇÃO DE DUAS INCLUSÕES CILÍNDRICAS,
CONSTITUÍDAS PELO MEIO 1 E MEIO 2. ESSAS INCLUSÕES ESTÃO INSERIDAS EM UM MEIO




o - Virtual S, e virtual S2 a E E
A S
     
FONTE: O autor (2021).
As respostas foram computadas em 3 receptores localizados no sistema
[Receptor 1 (0,3m, -0,3m), Receptor 2 (2,9m, -0,1m) e Receptor 3 (1,5m, -0,5m)]. Os
cálculos foram realizados para uma faixa de frequência de [0,0 Hz, 64,0x1077Hz],
usando um incremento Aw = 1x 107/Hz e n = 0,74w. Cada contorno virtual foi
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definido a uma distância de 0,4m para cada inclusão e modelados com 40 elementos
de contorno constantes cada.
A FIGURA 9 apresenta os resultados para as partes reais (linhas azuis) e
imaginárias (linhas vermelhas). O MEC (soluções de referência) e as respostas do
código proposto são representadas por linhas sólidas e linhas marcadas
respectivamente. Os testes mostraram boa concordâncias entre os resultados. O
algoritmo com o acoplamento também foi testado para fontes de calor e receptores
posicionados em diferentes posições, onde também foram obtidos bons resultados
(exemplos não ilustrados).
FIGURA 9 — SOLUÇÕES COM USO DO MEC CLÁSSICOVERSUS SOLUÇÕES DO CÓDIGO COM
ACOPLAMENTO (PARTE REAL EM AZUL; PARTE IMAGINÁRIA EM VERMELHO; RESPOSTAS
COM O MECEM LINHAS SOLIDAS; RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS)
PARA k, = 0,0rad.m”! e k, = 1,0rad.m”!: a) RESPOSTAS NO RECEPTOR1; b) RESPOSTAS
NO RECEPTOR 2; c) RESPOSTAS NO RECEPTOR 3.
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FONTE: O autor (2021).
6.1.2 Condiçõesiniciais diferentes de zero
Esta seção descreve a formulação proposta que associa o MEC e as soluções
analíticas para obter o campo de calor bidimensional, na vizinhança de uma inclusão
circular composta de multicamadas concêntricas, cercada por um meio sólido
homogêneo finito sob condiçõesiniciais diferentes de zero. Para validar a formulação,
inicialmente simulou-se um problema comparando os resultados com a solução
analítica para um meio homogêneo. Uma segunda verificação é feita utilizando a
formulação do MEC clássico.
6.1.2.1 Formulação para uma inclusão
Para facilitar o entendimento, apresenta-se a formulação para apenas uma
inclusão, mas a formulação proposta pode ser facilmente estendida para múltiplas
inclusões. Esta inclusão consiste em h — 1 anéis (Meios = 1,2...h— 1) com raios
4, 42,...,4n-1 € UM meio cilíndrico interno (Meio h) com raio ap. A condutividade
térmica, a densidade e o calor específico são k,, p, € c,, respectivamente, para o meio
v(v = 0,1,2...h) (FIGURA 10).
89
FIGURA 10 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA INCLUSÃO CIRCULAR DE






FONTE: O autor (2021).
Esse sistema está submetido a condiçõesiniciais diferentes de zero para todo
o domínio, representadas por Ty. Considere o contorno virtual S,, localizado a uma
distância arbitrária do contorno da inclusão. O domínio externo a S, é chamado de
9º*t e o domínio heterogêneo no interior desse contorno é chamado de Qº't, A
equação integral de contorno ao longo do contorno S (com S = Sy + $,) no domínio
exterior pode ser descrita por:
Tg700) = [Cymaeroads (169
Ss
- [neoPVXVTCU(x,y, w) ds
s
To(x,
+| To(%,y)v GOO (x,y,X0, Yo w) dO
next 0
o 4 aa . 1
O fator é é uma constante definida pela geometria do contorno, valendo > Se
o contorno for suave e (x9,Y) E S. O sobrescrito (ext) corresponde ao domínio
ko
Polo
 exterior de S, v, é a normal unitária ao longo do contorno, K, = representa a
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difusividade térmica do meio O, G e H são as soluções fundamentais para temperatura
(T) e fluxo de calor (q) em (x,y), respectivamente, devido a uma fonte de calor em
(Xo» Yo).
Ao longo do contorno S,, no domínio interior, é necessário adicionar a
contribuição da inclusão na temperatura e fluxo de calor:
CTC(xo, Yo» w) = | qeU(x, XV, Vm, w)G(O(x, Y, Xo, Yo» «) ds1 (164)
S1
+| q(x,y, va 0)GCO(x,y, xo, Yo, W) dS4
Ss1
o | Hint) (x, Y Vw Xo Yo»
w)T(no (x, y, w) ds1
Ss1
o | Hint) (x, y, Va» X0» Yo» w)Tn




+| e DD eGM(3, 29, o, o)Anint 0
 
To(x, =. .
+) e » (1,6PO (x,y,x0,
YodO,
gint 0
onde o sobrescrito (int) corresponde ao domínio interior de S,. Gerados pela presença
da inclusão, GU(x,y,x9,Yo w) € HCO (x,y, va Xo, Yo wW) representam a variação de
temperaturas e fluxos de calor (x,y) e são computados analiticamente usando a
equação (35) e sua derivada (36) (após os coeficientes 41? serem definidos).
Para o cálculo das integrais (163) e (164), é necessário discretizar o domínio
exterior Nº! e o domínio interior OQ"! em M, e M,células, respectivamente. O
contorno externo S, e o contorno virtual S, também são discretizados em N, e N,
elementos de contorno constantes, respectivamente. Para o propósito deste trabalho,
o contornofoi discretizado em elementos de contorno constantes, com um ponto nodal
no meio de cada elemento.
As equações assumem a seguinte forma, com p sendo um dos pontos nodais
de S, e k de $,, onde a fonte unitária está agindo. Ao longo do contorno S no domínio
exterior, tem-se:
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coT(NO(xy, Yp: 0) + CeTND(xy, Yo W)= (165)
No




>|q(x,yviGO(x,y, Xp, Ypr )ds,
1=1 "Si
N1
+|q(e, yu viGÊ(xy, Yp, Xp, Yo W)ds,
1=1 "S1
No




o 3) HO(cg, Ygo Vgo Xe Vier 9 )TIE(eg, go 0) dsg
g=1 Sg
Ni
>. | H(exo (x, Yu Va Xp, Yo» w)T(CX(x, Vw w)ds,
1=1 "Si
N,




+ >] meECCemXpVos 0) dm
n=1" Mm O
+ >) GOL(ns Yo Ko Yes 09) dO
qext Ko
n=1 n
no qual g é o Índice associado ao nó do contorno sendo integrado ao longo de Sy el
ao longo do contorno S,. S, e S/ são os contornos dos elementos g e 1,
respectivamente. A equaçãointegral discretizada ao longo de S, no domínio interior
fica:
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ExT(int (Xo, Yo W)
m (166)
= >| qr(x,y Vw 0)GO(x, y1, Xe» Ye DAS,
sl=1 "1
+|q(x, yr viGT(x, Yp, Xe Vie w)ds,
[=1 “Sl
5HO(Gr, YypVi Xe Yo o)T(O(x,y, w)ds,
s










+ >, a (DXYmo Xkes Yes 0) dOm
m=1" Qm
ky onde K, = é a difusividade térmica do meio v ao qual a célula sendo integrada
PoCy
pertence.
As integrais de contorno ao longo dos elementos são avaliadas com
quadratura gaussiana quando o elemento a serintegrado não é o elemento carregado.
Para esse trabalho foram usados 8 pontos de Gauss. Quando se integra o elemento
carregado, a existência da singularidade é resolvida de forma analítica pela equação
(127).
Para asintegrais de domínio, um semicírculo é definido, ,, na vizinhança do
elemento carregado, com o centro coincidindo com a localização do carregamento
virtual e de raio com valor igual à metade do comprimento do elemento, comoilustrado
na FIGURA 11. Essa integral é avaliada analiticamente, onde [37]:
| rio ) do [Fa (kar) dr do = [n (k 3) Esr = nyn ar. = S)|7T 'a, ota, s o Jo Mata pia ia 2ka, Mao ka, (167)
Para as células restantes, as integrações são realizadas usando o esquema
de quadratura gaussiana usando um número fixo de 4 pontos de Gauss em ambas as
direções.
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FIGURA 11 — ESQUEMADE INTEGRAÇÃO
 
L/2
FONTE: O autor (2021).
As equações integrais finais (165) e (166) são combinadas impondo a
continuidade de temperaturas e fluxos de calor ao longo do contorno virtual S,, de
modo a estabelecer o sistema linear de [(N9+2N,) x (2N,+2N;)]. Uma vez resolvido
esse sistema, os valores nodais de temperatura e fluxo de calor são obtidos
permitindo, assim, computar o campo de calor em qualquer ponto do domínio.
6.1.2.2 Verificação da formulação para uma inclusão
Para validar a formulação, simulou-se um problema com uma inclusão circular
(Meio 1) com raio 0,05m e centralizada em (0,0m, 0,0m), inserida em um sólido
homogêneo finito (Meio 0) com geometria quadrada —-m<y<m, —-qn<y<n(m=
n=02m) (FIGURA 12). As propriedades do material do meio O são: py =





FIGURA 12 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA INCLUSÃO COMPOSTA DE UM MEIO 1,














   
FONTE: O autor (2021).
Foi prescrito para o problema continuidade de temperatura e fluxo de calor na
interface virtual entre o meio homogêneo exterior e o subdomínio heterogêneo,
temperaturas nulas no contorno do domínio quadrado e uma distribuição de
temperatura não nula dentro do domínio (ilustrado na FIGURA 13) descrita pela
equação:
To(x,)) = cos (— x) cos (59) (168)
FIGURA 13 — DISTRIBUIÇÃO INICIAL DE TEMPERATURA
   
































FONTE: O autor (2021).
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O domínio foi dividido em: 158 células no domínio exterior e 75 no interior. O
contorno do retângulo foi discretizado em 56 elementos de contorno constantes e 20
elementos foram usados para o contorno virtual localizado a 0,03m da inclusão. As
respostas foram computadas em uma faixa de frequência [0,0Hz, 512,0x10"2Hz],
utilizando um incremento de frequência Aw = 25x107ºHz, que permite a obtenção de
uma resposta no tempo até T=4000s.
O algoritmo proposto é verificado usando duas soluções de referência, a
primeira delas sendo a solução analítica conhecida para um meio homogêneo e a
segunda sendo a solução de um problema utilizando apenas o MEC clássico, com o
domínio interno e externo possuindo propriedades diferentes.
Meio Homogêneo
Na primeira verificação, foram adotadas as mesmaspropriedades para o meio
exterior e interior (00 =p, ko=k, co=c and K,= K,). A distribuição de





A solução no domínio do tempo para equação(169):
rtx,3,0) = Toe,eH)Gertme) 19
Os resultados numéricos na frequência, dados pela formulação proposta,
foram comparados com a solução dada pela equação (169). A FIGURA 14 apresenta
os resultados, na frequência, computados em dois receptores localizados no sistema
[receptor 1 (0,02m, -0,02m) e receptor 2 (0,15m, 0,10m)]. As soluções apresentaram
boa concordância entre si.
A aplicação de uma transformada inversa de Fourier no domínio da frequência
permite obter as soluções no tempo. A FIGURA 15 apresenta as respostas no domínio
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do tempo nos receptores 1 e 2 obtidas usando a formulação proposta neste trabalho.
A linha contínua traz a solução dada pela equação (170) e as marcas identificam a
resposta dada pela formulação proposta.
FIGURA 14 — SOLUÇÕES ANALÍTICAS VERSUS SOLUÇÕES DO CÓDIGO COM ACOPLAMENTO
NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA (PARTE REAL EM AZUL; PARTE IMAGINÁRIA EM VERMELHO;
RESPOSTAS ANALÍTICAS EM LINHAS CONTÍNUAS; RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM
LINHAS MARCADAS): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR1; b) RESPOSTAS NO RECEPTOR 2.
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FONTE: O autor (2021).
FIGURA 15 — SOLUÇÕES ANALÍTICAS VERSUS SOLUÇÕES DO CÓDIGO COM ACOPLAMENTO
NO DOMÍNIO DO TEMPO (RESPOSTAS ANALÍTICAS EM LINHAS CONTÍNUAS; RESULTADOS
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FONTE: O autor (2021).
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Inclusão circular incorporada em um meio homogêneo
As propriedades do material da inclusão (meio 1) são: p, = 780,0kg.m?, k, =
ks0,72W.m1.ºC!, c,=1860,0J.kg!ºC! e então K =-L=496x10/m2.s!. As 
Pac
respostas foram computadas em quatro receptores localizados no sistema [receptor 1
(0,02m, -0,02m), receptor 2 (0,15m, 0,10m), receptor 3 (-0,08m, -0,07m) e receptor 4(-
0,04m, 0,0m)].
Como nenhuma solução analítica é conhecida, o MEC clássico é utilizado
como referência sendo todo o domínio dividido em 196 células no exterior da inclusão
e 37 no interior. O contorno do quadrado e da inclusão foram discretizados em 56 e
22 elementos de contorno constantes, respectivamente. A FIGURA 16 apresenta os
resultados para as partes reais (linhas azuis) e imaginárias (linhas vermelhas). O MEC
(solução de referência) e as soluções com o acoplamento dos métodos são
representadas por linhas contínuas e marcadas, respectivamente. Todos os gráficos
mostram uma concordância muito boa entre as soluções.
FIGURA 16 — RESPOSTA NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA USANDO O ALGORITMO COM O MEC
CLÁSSICO VERSUS ALGORITMO COM A FORMULAÇÃO PROPOSTA (PARTE REAL EM AZUL;
PARTE IMAGINÁRIA EM VERMELHO; RESPOSTAS COM O MEC EM LINHAS CONTÍNUAS;
RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR1;
b) RESPOSTAS NO RECEPTOR 2; c) RESPOSTAS NO RECEPTOR 3; D) RESPOSTAS NO
RECEPTOR4.
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FONTE: O autor (2021).
6.2 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO E CONVECÇÃO
Nesta seção apresenta-se as formulações que consideram o fenômeno de
condução e convecção em simultâneo para o caso 2,5D. Para a convecção
considerou-se uma velocidade radial desde o eixo do sistema.
6.2.1.1 Fonte de calor e condições iniciais iguais a zero
A formulação considera uma inclusão submetida a uma fonte de calor e
condições iniciais iguais a zero e o algoritmo é verificado comparando os resultados
que ele fornece com aqueles calculados usando o modelo analítico.
6.2.1.2 Formulação para uma inclusão
Nesta subseção, a estratégia para acoplar o MEC com as soluções
analíticas, para a formulação com condução e convecção, é apresentada. Considere
um meio homogêneoinfinito envolvendo uma inclusão circular cilíndrica composta de
h — 1 anéis circulares (Meios =1,2...h — 1) com raios a,, a,,..., an-4 € um disco interno
(Meio h) com raio a, e com uma seçãotransversal constante ao longo da direção z.
Considere uma condutividade térmica k,, uma densidade p, e um calor específico c,
para o meio v(v = 0,1,2...h). Este sistema (ilustrado na FIGURA 3) está sujeito à
transferência de calor gerada pela ação de uma fonte de calor no domínio exterior,
representada por Tc e, também, este sistema pode ser submetido ao efeito de
convecção radial permitindo uma velocidade de convecção V” radial relacionada ao
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meio v. Se definirmos um contornovirtual S”, localizado a uma distância 4 (qualquer
distância) da inclusão, a equação integral de contorno ao longo do contorno S' no
domínio exterior, pode ser descrita por:
cT(o (Xo» Yo» KzmW) (171)
- | q(x,y, vn, Kzmo w)GD(x,y,X0, Yo Km w
) ds'
s!
o | HO(x, Y Vw Xo Yo, Kz




o :) G(o (x, VY,Xo Yo» Kzmo w) Ta)
(x, y, Kkzmo w)Wds!
s!
+ Te) (Xs, YsX0, Yo» Km» w).inc
Esta equação de contorno integral incorpora um termo relacionado ao
fenômeno de convecção: V, = V;ny + Vyny onde n, e n, são os vetores unitários nas
direções x e y respectivamente, e foi considerada uma velocidade nula ao longo da
direção z (V, = 0,0m/s). G e H são, respectivamente, as soluções fundamentais para
a temperatura (7) e o fluxo (q) de calor em (x,y), devido a uma fonte de calor unitária
em (x9,Y0) agora para o problema de condução e convecção. Observe que esta
formulação assume condições iniciais de temperaturas nulas no domínio. É
necessário adicionar a contribuição da inclusão no campo de temperatura e fluxo de
calor ao longo do lado interno do contorno virtual S”:
ct) (Xo, Yo» KzmW)
(172)
= | qu)(x, y, Va» 0, ksm)G) (x, x, Xg, Yo» U, Kzm) ds"
Ss!
+ | qe)(x, y, Va» Ow, kmO) (x, y, Xg» Yo» 0, ksm) ds'
s!
o | HO) (x, 4 Va» Xo, Yo» 0, kzmT
O (x, X, W, Kzm) dss!
o | AO) (x, y, Va X0» Yo» 0, ksmT
O) (x, y, W, Kzm) ds"Ss!
1
o :| GU (x, X, Xo» Yo» w) T
O) (x, >, W,kVds'
s!
1 - -




onde 62 (x,y, x,y Km wW) € HP (x,y, vm Xo Yo Km W) representam a variação na
temperatura e fluxo em (x,y), respectivamente, e são computados analiticamente
usando a equação (72) e sua derivada (73) (depois dos coeficientes desconhecidos,
Ary, terem sido definidos).
Para resolver as equações (171) e (172), o contorno virtual necessita ser
discretizado em N elementos de contorno constantes, com um ponto nodal no meio
de cada elemento. Essas equações levam a seguinte forma, com k sendo um dos nós
do contorno de S”, onde a fonte unitária está agindo. Ao longo do contorno S' no
domínio externo:
N N N
- - 1 -= T(a)k — (Dle(a)kl (Dyk (DklF(D (ao) mkExT Da G Di H >. TO Vo + Tac (173)
[À l=1 =
A equação integral discretizada ao longo do contorno S" no domínio interior:
N N (174)






As funções de Green 2,5D necessárias, relacionadas à temperatura e ao fluxo
de calor em coordenadas cartesianas em um meio infinito em (x;,y,), devido a uma
fonte de calor em (x,., x), são dadas por:
“i wr (175)
G(XpLXVo kz W) = 2ko oHo(ka, ri),





— kaoHi(Ka r)(5 )
onde rm = (x, — x)? + (Wi — Yk)2.
As integrações de contorno são avaliadas usando quadratura gaussiana, com
8 pontos de Gauss, quando o elemento a ser integrado não é o elemento carregado.
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Para o elemento carregado, os integrantes singulares existentes são calculados de
forma analítica (ver equação (127).
O sistema final é estabelecido após a imposição da continuidade de
temperaturas e fluxos de calor ao longo do contorno virtual. A resolução desse sistema
fornece as amplitudes da temperatura e dos fluxos de calor nos pontos nodais, o que
permite que o campo decalor seja calculado em qualquer ponto nos domínios externo
ou interno.
6.2.1.2 Verificação da formulação para uma inclusão
Nesta subseção, o algoritmo apresentado é verificado comparando os
resultados que ele fornece com aqueles calculados usando o modelo analítico.
Considera-se uma inclusão composta por um núcleo circular cilíndrico interno (Meio
2), por um anel circular cilíndrico (Meio 1), embutidos em um espaço uniformeilimitado
(Meio 0). Os raios externo e interno são a = 0,5m e b = 0,25m, respectivamente. Este
sistema (ilustrado na FIGURA 17) é submetido a uma fonte de calor linear com uma
variação espacial sinusoidal. Continuidade de temperaturas e fluxos de calor são
prescritos em todas as interfaces. As respostas foram calculadas para frequências
complexas w.=w-in (com n=0,7Aw e Aw=1x107'Hz). O cálculo da
temperatura foi realizado para uma faixa de frequência [0,0 Hz, 64,0x1077Hz].
Para o Meio O e 2, as seguintes propriedades do material térmico e velocidade
de convecção são atribuídas: po = p3 = 850,0kg.m?, ko = k, = 150,72W.mºC”,
co =, = 1560,0J.KkºC!, Vº=V2=40x10-ºm.s! : para o Meio 1: p;=
1860,0Kg.m?, ky = 0,72W.m1.ºC'!, c, = 780,0J.kg1.ºC! e V! = 2,0x10-ºm.s'!. São
admitidas velocidades radiais com origem em (0,0m, 0,0m).
As respostas foram calculadas analiticamente e usando a formulação
proposta. A precisão da formulação foi testada calculando a resposta em dois
receptoreslocalizados no sistema [rec. 1 (-1,2m, -1,2m), rec. 2 (-0,25m, -0,25m)]] para
k, = 0,0rad.m! e k, = O,5rad.m!, As FIGURAS 18a e 18b mostram as respostas
analíticas (linhas sólidas) e numéricas (marcas) para as partes reais e imaginárias nos
receptores1 e 2, respectivamente. Pode-se concluir que o concordância entre as duas
soluções é muito boa. 20 e 50 elementos de contorno constantes são usados para
modelar um contorno virtual colocado a 0,5m a partir da inclusão.
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FIGURA 17 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DA SEÇÃO DE UM CILINDRO COM DUAS
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FONTE:O autor (2021).
Para verificar e estudar a precisão do modelo proposto, o campo de
temperatura foi calculado sobre uma grade de receptores para uma frequência de
5,0x10-7 Hz. Uma análise comparativa do erro entre a técnica de acoplamento para
20 e 40 elementos de contorno e a solução analítica é apresentada na FIGURA 19.
Como esperado, o erro absoluto é menor quanto maior o número de elementos de
fronteira usados para modelar a interface virtual.
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FIGURA 18 — RESPOSTAS ANALÍTICAS VERSUS RESPOSTAS DO ALGORITMO
PROPOSTO (PARTE REAL EM AZUL; IMAGINÁRIA EM VERMELHO; RESULTADOS ANALÍTICOS
EM LINHA CONTÍNUA; RESULTADOS DO CÓDIGO PROPOSTO EM LINHAS MARCADAS PARA
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FONTE:O autor (2021).
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FIGURA 19 — VERIFICAÇÃO DA ACURÁCIA DO CÓDIGO PROPOSTO PARA A FREQUÊNCIA
DE 5,0x107Hz (PARTE REAL E PARTE IMAGINÁRIA) COM DIFERENTES NÚMEROSDE
ELEMENTOS DE CONTORNO: a) ERRO ABSOLUTO COM 20 ELEMENTOS DE CONTORNO; b)
ERRO ABSOLUTO COM 40 ELEMENTOS DE CONTORNO.
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FONTE: O autor (2021).
6.3 RESPOSTA NO DOMÍNIO DO TEMPO
As formulações utilizadas neste trabalho são centradas no domínio da
frequência, porém, pode ser também interessante a interpretação física dos
fenômenos de propagação de calor no domínio do tempo por ser mais intuitiva. As
respostas no tempo podem ser obtidas por meio de uma transformada Inversa de
Fourier após a obtenção dos resultados no domínio da frequência com um intervalo
fixo de Aw. O valor adotado para esse incremento de frequência (Aw) define a duração
total máxima para análise no domínio do tempo, dada por T = 27/(Aw). Esse valor de
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T pode não ser suficiente para representar a resposta dinâmica na sua totalidade.
Nestas condições, a resposta correspondente a tempos superiores a T reaparece no
início do eixo do tempo (fenômeno de “aliasing”). Sendo assim, torna-se necessário
definir estratégias que permitam lidar com esse problema. Um exemplo, seria a
diminuição do incremento de frequência para valores compatíveis com a duração
esperada para o fenômeno. No entanto, alguns casos requerem intervalos Aw muito
pequenos levando a custos computacionais elevados.
Uma outra estratégia interessante adotada neste trabalho, é o uso de
frequências complexas com uma pequena parte imaginária na forma w, = w — in (com
n = 0,74w sendo Aw o incremento na frequência), que permite evitar o efeito de
“aliasing” e ainda permite o cálculo da resposta estacionária quando a frequência é
0,0Hz, já que esse procedimento leva a argumentos na função Hankel diferentes de
zero. No domínio do tempo, seu efeito é removido ao redimensionar a resposta usando
a expressão e"!. Enfatiza-se também, que a utilização de frequências complexas
atenua a contribuição de fontes de calor mais afastadas, permitindo que o cálculo das
respostas seja feito com um menor número de fontes virtuais.
A variação temporal da energia emitida pela fonte pode ser facilmente
arbitrada e a resposta no domínio da frequência é obtida por aplicação de uma
transformada de Fourier no domínio do tempo. A resposta no domínio da frequência
pode variar de 0,0Hz a uma determinada gama de frequências. Uma característica
intrínseca aos problemas de transferência de calor é que as respostas decaem muito
rapidamente com o aumento da frequência, o que permite limitar a frequência superior
onde a solução é necessária.
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7 APLICAÇÕES
Neste capítulo, inicialmente, exemplos de aplicações são apresentados para
os casos de condução com uma fonte de calor e domínio externo infinito, com
condições iniciais iguais a zero, onde foi adotada uma abordagem em 2,5D. Para o
caso de condução, apresentam-se também, exemplos de problemas bidimensionais
para inclusões em um domínio finito com condições iniciais diferentes de zero e
posteriormente, exemplos com a formulação que envolve condução e convecção em
simultâneo, para uma fonte de calor com condiçõesiniciais iguais a zero.
7.1 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO
A aplicabilidade da técnica proposta com a formulação de condução é
ilustrada nesta seção.
7.1.1 Fonte de calor e condições iniciais iguais a zero
A técnica proposta foi simulada considerando um meio O infinito com
propriedades térmicas conhecidas (po = 880kg.m?3, ko= 1,4W.m!ºC!, =
ko2300J.kg!.ºC! e K& = = 6,92x10'm2.s”!). O primeiro exemplo é simulado na 
Po Co
presença de duas inclusões, enquanto no segundo são consideradas quatro. Todas
as inclusões possuem raio 0,6m e possuem propriedades variando na direção radial.
Uma fonte de calor em um ponto O, posicionada no plano z = 0,0m, cria um campo
de calor esférico que se espalha desde o ponto O para todas as três direções. Essa
fonte, gera um aumento de temperatura linear de 0,0ºC até 1000ºC, com t variando
de t=200h até t=500h. Em seguida, é mantida a uma temperatura de 1000ºC por
1000h e logo a passa a diminuir linearmente até ser nula em t=1800h, conforme
apresentado na FIGURA 20.
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FONTE: O autor (2021).
Os cálculos foram realizados na faixa de frequência [0,0 Hz , 64,0x107 Hz],
com um incremento de frequência de Aw = 1 x 1.077Hz, que determina um tempo de
duração total de T=2778h para a análise no domínio do tempo. Frequências
complexas foram usadas com uma pequena parte imaginaria da forma w, = w — in
com 7 = 0,7Aw. A distância entre as fontes virtuais consideradas na análise foi de
L=32m e ambos os contornos virtuais foram modelados com 20 elementos de
contorno. Para representar essa variação na direção radial, cada inclusão foi
subdividida em 50 camadas concêntricas. As respostas no tempo foram obtidas por
meio de uma transformada Inversa de Fourier.
Duas Inclusões
Duas inclusões cilíndricas, 0,e 1, localizadas no meio 0, são ilustradas na
FIGURA 21. Para esse exemplo, a fonte de calor foi posicionada em (1,15m, 0,0m).
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FIGURA 21 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA SEÇÃO DE DUAS INCLUSÕES
CILÍNDRICAS COM VÁRIAS CAMADAS. ESSAS INCLUSÕES SÃO DELIMITADAS POR UM
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FONTE: O autor (2021).
Para Q,, foi considerada uma densidade constante de p, =600kg.m*, uma
variação na direção radial da condutividade térmica k, em uma faixa [150W.m!.ºC”,
112,65W.m!.ºC!] e do calor especifico c, [6500J.kg!.ºC!, 6314,28 J.kg1.º0C!,
trazendo uma difusividade térmica K, em uma faixa [3,84x10% m2.s”!, 2,95x10
Sm?,s”1]. As propriedades k, e c, seguem as seguintes equações:
k = so) (7)
= 6500ER (178)
20
Para Q,, adotou-se (p= 2500kg.m3, k,= [15Wm!ºC!, 12,95
Wm'.ºC'] c, = [880J.kg!.ºC!, 980,57J.kg!.º0C!] e K,= [6,81.0x10%m2.s-1,
5,23x10%m2.s”!]). A variações de k, e c, são descritas pelas equações:
(1552) (179)
k, = 15 10),
[v2 2 180
c; = 880(1) (180)
As variações das propriedades térmicas são ilustradas na FIGURA 22.
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FONTE: O autor (2021).
O campo de calor gerado foi computado nos receptores [Receptor 1(0,1m,-
0,1m), Receptor 2(1,15m, 0,0m), Receptor 3 (2,55m, 0,0m)], localizados nos planos
z=0,0m e z=3,0m. Os resultados são apresentados na FIGURA 23. A resposta no
tempo iniciou na temperatura nula, correspondendo às condições iniciais
determinadas para este problema. Quando a fonte começou a emitir energia em
t=200h, a temperatura nos receptores aumentou progressivamente. Os primeiros
receptores a registrarem uma mudança de temperatura foram aqueles localizados no
plano da fonte em z=0,0m. O receptor 2 registrou mudanças de temperatura mais
rapidamente, uma vez que está localizado mais próximo da fonte de calor. Quando a
fonte começou a emitir energia, a temperatura registrada nesse ponto aumentou
suavemente. A energia da fonte foi então mantida a um valor máximo por um
determinado período, fazendo com que a temperatura no Receptor 2 continuasse a
subir, em uma taxa mais lenta, atingindo a temperatura máxima de aproximadamente
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119.0ºC. Nesse ponto, a temperatura começou a diminuir. Depois que a fonte para de
emitir qualquer energia, esta continua a espalhar-se das regiões mais quentes para
as mais frias, até que o equilíbrio no domínio seja estabelecido. Esse equilíbrio seria
alcançado apenas para t= oo. Os receptores dentro da inclusão 1 (Receptor 1) e
inclusão 2 (Receptor 3), no plano z =0,0m, apresentaram um valor de temperatura
máximo menor que o obtido no Receptor 2. Isso ocorre devido a dois fatores: eles
estarem mais distantes da fonte e o meio O apresentar uma difusividade térmica
menor. Sendo assim, a energia quando alcança as inclusões espalha-se mais
rapidamente. A temperatura registrada no Receptor 3, localizado no mesmo plano da
fonte, é maior que no Receptor 1, pois 9, possui difusividade menorque 9,.
Observando os resultados calculados nos três receptores localizados em z =
3,0m, a evolução da temperatura nos três receptores está mais próxima do que a
evolução em z = 0,0m. As temperaturas mais altas são registradas no Receptor 1.
Esse comportamento é explicado pelo fato de que a propagação de calor ocorre
principalmente no meio mais condutor, que é em 4, depois em Q,;,, seguido pelo meio
0.
A FIGURA 24 apresenta curvas de temperatura para os mesmos receptores
em z = 0,0m e z = 3,0m. Como esperado, a temperatura exibe amplitude menor para
distâncias maiores entre o receptore a fonte.
A FIGURA 25, exibe o campo de temperatura (com gráficos de contorno) ao
longo de uma grade transversal de receptores colocados em z = 0,0m nos instantes
(t=485h; 1490h e 2167h) para o mesmo meio 0, homogêneoinfinito, contendo as duas
inclusões (Caso 1). Para entender melhorfisicamente o problema, os resultados são
comparados com os calculados nos mesmos receptores para um meio O homogêneo
infinito (Caso 2) sem heterogeneidades.
11
FIGURA 23 — TEMPERATURAS NO RECEPTOR1 (LINHA AZUL), RECEPTOR2 (LINHA LARANJA)
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 24 — TEMPERATURASEM DIFERENTES COORDENADASZ (LINHA SÓLIDA — z= 0,0m;
LINHA MARCADA — z=3,0m): a) RECEPTOR 1; b) RECEPTOR 2; c) RECEPTOR 8.
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FONTE: O autor (2021).
113
À medida queo calor se afasta da fonte, a energia se espalha. Podemosver
na FIGURA 25a que para o caso de um meio infinito (Caso 2), o calor se espalha
uniformemente, enquanto no Caso 1 há um distúrbio causado pela presença das
inclusões. No momento t=485h (FIGURA 25a), uma grande quantidade de energia
atingiu as inclusões e se espalha mais rapidamente ao longo delas. Assim, em relação
à fonte, as áreas atrás da inclusão registram temperaturas mais altas do que outras
áreas que estão à mesma distância da fonte. Além disso, próximo à fonte, o Caso 2
registra temperaturas mais altas que o Caso 1. Nesse caso, a propagação de energia
é determinada apenas pelas características físicas do meio hospedeiro (meio 0) e
ocorre em uma taxa lenta. Essa energia térmica é retida por mais tempo em regiões
próximas à fonte, permitindo que a temperatura alcance valores mais altos.
Com o tempo, a energia continua a se espalhar por todo o domínio dos
receptores, gerando um aumento progressivo da temperatura. Para t=1490h (FIGURA
25b), esse aumento é visível em ambas as grades dos receptores. Depois que a
energia da fonte é reduzida a zero, a energia continua a espalhar-se pelos meios, com
um consequente aumento de temperatura nos receptores posicionados mais longe da
fonte. Isso é visível para t=2167h (FIGURA 25c), onde a fonte já havia parado de emitir
energia. Os receptores mais afastados da fonte ainda mostram algum aumento de
temperatura, enquanto os localizados mais próximos já mostram uma queda de
temperatura.
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FIGURA 25 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARÍTMICA PARA O CASO 1 (MEIO HOMOGÊNEO INFINITO COM DUAS INCLUSÕES) E
CASO 2 (MEIO HOMOGÊNEO E INFINITO:a) t=485h; b) t=1490h; c) t=2167h.
 




























































FONTE: O autor (2021).
Quatro Inclusões
Foi feita uma segunda simulação com a fonte de calor localizada em z=0,0m
no ponto (1,5m, -1,5m, 0,0m) (FIGURA 26). As propriedades dos materiais e os
parâmetros usados são os mesmosdescritos acima (Inclusão 1 e 2 - Q,, Inclusão 3 e
4- 05).
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FIGURA 26 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA SEÇÃO DE QUATRO INCLUSÕES
CILÍNDRICAS COM VÁRIAS CAMADAS. ESSAS INCLUSÕES SÃO DELIMITADAS POR UM
SÓLIDO UNIFORME (MEIO 0) E SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR.
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FONTE:O autor (2021).
Na FIGURA 27, uma série de instantâneos (t=485; 1490h e 2167h apresentam
o campo de temperatura (como curvas de contorno) em três grelhas de receptores
localizados em z=0,0m, z=3,0m e x=0,0m. Em t=485h,a fonte de calor já começou a
emitir energia e a sua potência está aumentando. Nesse momento, a temperatura
computada perto da fonte é maior que em posições mais distantes e uma perturbação
causada pela presença das inclusões pode ser notada, as quais possuem difusividade
térmica maior que a do meio 0. Ao longo do tempo, a energia continua a espalhar-se
em todo o domínio gerando um aumento de temperatura e em t=1490h (FIGURA 27b)
esse aumento é visível na malha de receptores. Quando a fonte para de emitir calor,
a energia continua a espalhar-se através dos meios até o equilíbrio ser estabelecido.
Em t=2167h, como esperado, a temperatura está distribuída de forma mais
homogênea e os receptores localizados em z=0,0m já computaram uma queda na
temperatura enquanto os em z=3,0m mostraram um aumento.
FIGURA 27 — CAMPO DE TEMPERATURA EM TRÊS MALHAS DE RECEPTORES
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TRANSVERSAIS EM ESCALA LOGARÍTMICA LOCALIZADAS EM z=0,0m, z=3.0m E x=0,0m:a)





 c)  
FONTE: O autor (2021).
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7.1.2 Condiçõesiniciais diferentes de zero
A aplicabilidade do código proposto, para condições iniciais diferentes de
zero, é ilustrada usando dois exemplos: uma única inclusão circular de multicamadas
(2,) envolta em um meio sólido (Meio 0) e três inclusões circulares (0, 0, e 05)
inseridas no mesmo meio sólido (Meio 0). Todas as inclusões têm raio de 0,06m. O
Meio O é limitado por um contorno quadrado -m<y<m, -n<y<n(m=n=
0,4m) no qual a temperatura é nula. Foi imposta uma distribuição constante de
temperatura inicial To(x,y) = 1.0ºC ao longo de todo o domínio.
As seguintes propriedades térmicas foram prescritas para o meio hospedeiro
(Meio 0): po = 880,0kg.m?3, ko = 150,0W.m!ºC, cy = 2500,0J.kg'!.ºC”! sendo
Fo = 6,81x10"“m?2.s!. Para Q,, Q, e Q5, foram adotados valores então Ko =
Polo
constantes para a condutividade térmica (150.0W.m1.ºC!) e o calor específico
(2500.0J.kg1.ºC?) dentro das inclusões circulares. Considerou-se que a densidade
(ay—as (ay—as
, e 1 1+ ) 2 1+ )
varia radialmente (em 0,, p; = 1200 s vem O0,, p; = 6600 3 em O,
pê = gg00+5", no qual a, é a distância até centro e a, é o raio mais externo. A
FIGURA28 ilustra a variação na densidade e difusividade térmica em cada inclusão.
As soluções analíticas (usadas como funções de Green) foram computadas
dividindo cada inclusão em 30 camadas concêntricas. As respostas foram
computadas em uma faixa de frequência [0,0Hz,512,0x10"*Hz], utilizando um
incremento de frequência Aw = 25x107ºHz, que permite a obtenção de uma resposta
no tempo até T=4000s.
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Neste exemplo, a inclusão heterogênea circular está centrada em (0,0m,
0,0m) (FIGURA 29). Todo o domínio foi dividido em 156 células no domínio externo e
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375 no interno. O contorno externo foi discretizado em 48 elementos de contorno
constantes e 12 foram usados para o contorno virtual, localizado a 0,02m da inclusão.
FIGURA 29 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA INCLUSÃO DE MULTICAMADAS.












   
FONTE: O autor (2021).
Na FIGURA 30 apresenta-se o campo de temperatura ao longo de uma grade
transversal de receptores colocados nos instantes (t=195s; t=389s; t=585s e t=976s).
Como esperado, ao longo do tempo a temperatura cai no domínio, estabelecendo
equilíbrio com as condições de contorno (temperaturas nulas).
A FIGURA 31 mostra a temperatura em uma linha de receptores localizada
em y =0,0m e y =0,12m em diferentes instantes (t-292s; t=585s e t=976s). Para
entender melhora física do problema, os resultados são comparados com aqueles
computados nos mesmosreceptores, mas para um meio homogêneoidêntico ao meio
hospedeiro (Meio 0), para o qual a solução analítica é dada por Carslaw e Jaeger[1]:
 
16 — Qa+Dmx  (2b+Dny (181)
T(t, x,y) = >,3 LapCcos A cos 2m exp(—Da t)
a=0 b=0
onde:
(= 1)0+? (182)Lab =—
“b" (2a + D(2b+1)
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FONTE: O autor(2021).
Na FIGURA 31, a solução analítica usando a equação (181) e a solução com
o código desenvolvido é representada por linhas sólidas e linhas marcadas,
respectivamente. É possível ver temperaturas maiores na região onde a inclusão está
localizada comparadas com as do meio homogêneo sem inclusão. Isso acontece
devido ao fato da inclusão ter difusividade térmica mais baixa que a do meio
homogêneo. Dessa forma, a energia é retida por mais tempo nessa região fazendo
com que a temperatura tenha valores maiores. Como também era esperado, é
possível notar que a temperatura cai mais rapidamente em todos os receptores
próximos ao contorno, os quais atingem o equilíbrio antes.
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FIGURA31 — SOLUÇÃO ANALÍTICA PARA UM MEIO HOMOGÊNEO SEM INCLUSÃO
REPRESENTADA PORLINHAS SÓLIDAS E SOLUÇÃO NUMÉRICA PARA UM MEIO COM UMA
INCLUSÃO REPRESENTADA POR LINHAS MARCADAS. AMBOS OS CASOS PARA TO(x,y)=1,0.
RESPOSTAS PARA UMALINHA DE RECEPTORES NOSINSTANTES: t=292s; t=585s E t=976s,
LOCALIZADOSEM: a) y = 0,0m:; b) y = 0,12m.
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FONTE: O autor (2021).
Três inclusões
As três inclusões heterogêneas circulares (1), NM, e 925) estão centradas em
(0,0m, 0,0m), (-0,2m, -0,2m) e (0,2m, -0,2m), respectivamente (ver FIGURA 32). O
domínio exterior foi dividido em 161 células enquanto cada inclusão foi discretizada
em 375células. O contorno externo foi discretizado em 48 elementos de contorno
constantes e 12 foram usados para cada contorno virtual, localizados a 0,02m das
inclusões. A FIGURA 33 apresenta o campo de temperatura em diferentesinstantes
(t=121s; 487s e 14645). Para fins de comparação, as respostas também foram
computadas para os mesmos receptores para um meio homogêneo com propriedades
materiais idênticas àquelas do Meio O.
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FIGURA 32 — REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE TRÊS INCLUSÕES DE MULTICAMADAS.
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FONTE: O autor (2021).
Em t=195s (FIGURA 33a) existe uma pequena perturbação causada pelas
inclusões, devido a estas possuírem difusividades térmicas menores que o meio 0,
fazendo com que a energia se propague mais lentamente. Para t=585s (FIGURA 33b)
é possível ver claramente essas perturbações causadas pelas inclusões 2 e 3, as
quais retêm a energia por mais tempo e onde as temperaturas são mais altas que
aquelas obtidas pelo caso do meio homogêneo. A área dentro da inclusão 3 apresenta
maiores temperaturas que dentro da inclusão 2, devido a sua menor difusividade. Em
t=976s (FIGURA 33c) é possível ver uma queda na temperatura, mas o meio
heterogêneo ainda mante mais altas temperaturas dentro das inclusões. Analisando
os resultados, o sistema exibe um comportamento consistente com o esperado.
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FIGURA 33 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA GRELHA DE RECEPTORES PARA UM
MEIO HETEROGÊNEO CONTENDO TRÊS INCLUSÕES E PARA UM MEIO HOMOGÊNEO
INFINITO: a) t=195s; b) t=585s; c) t=976s.
Três inclusões de múltiplas camadas Meio homogêneo
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FONTE: O autor(2021).
7.2 TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO E CONVECÇÃO
A aplicabilidade da técnica proposta com a formulação de condução e
convecção é ilustrada nessa seção.
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7.2.1 Fonte de Calor e condiçõesiniciais iguais a zero
A propagação de calor através de duas inclusões cilíndricas de multicamadas
(0, e 95), com raio de 0,6m, inseridas em um meio sólido infinito (Meio 0) é estudada
(FIGURA 34a). Os contornos virtuais, localizados a 0,4m da inclusão, foram
modelados usando 40 elementos constantes e a distância considerada entre as fontes
virtuais foi de L = 32m. O campo de calor é computado em uma gama de frequência
[0,0Hz, 64, 0x1077Hz], com incremento de frequência Aw = 1x1077Hz, trazendo um
período de estudo T=2778h.
FIGURA 34 — a) REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DE UMA SEÇÃO DE DUAS INCLUSÕES
CILÍNDRICAS COM VÁRIAS CAMADAS SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR,b) EVOLUÇÃO
TEMPORAL DA FONTE DE CALOR.
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Para o Meio 0, as seguintes propriedades térmicas são assumidas: po =
ko880,0kg.m?, ko =14Wm!ºC!, co=2300,0J.kg!ºC! e então K=-2=
Polo
 
6,92x1077m?2.s'!, Para as inclusões Q, e N, a densidade (880,0kg.m”*) e o calor
específico (2300,0J.kg!. ºC!) foram considerados constantes. Admitiu-se que a
condutividade térmica varia radialmente (em Q,, ki = 1,4€5-04): em Q, k2 =
40
1, 403%) em que a, é a distância ao centro. A FIGURA 35 ilustra a variação na
condutividade térmica e difusividade térmica dentro de cada inclusão circular.
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FIGURA 35 — VARIAÇÃO DAS PROPRIEDADES TÉRMICAS: a) VARIAÇÃO NA CONDUTIVIDADE


























































FONTE: O autor (2021).
As soluções analíticas (usadas como funções de Green) foram calculadas
dividindo cada inclusão em 30 camadas concêntricas compostas por um meio cada.
Para o Meio O e 9, foi considerado V=0,0m.s”!. Dois casos diferentes são
apresentados para 1): considerando apenas a condução (Caso 1) e considerando
ambos os fenômenos de condução e convecção (Caso 2), com a velocidade de
convecção afetando apenas a primeira inclusão com V=5,0x10-“m.s””.
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Este sistema é submetido a uma fonte de calor, colocada no meio hospedeiro
em (1,5 m, 0,0 m), no plano z=0,0m. Essa fonte começa a emitir energia (FIGURA
34b) em t=500h, aumentandolinearmente de 0,0 “C a 1200,0 “C, atingindo um máximo
em t-800h. Este pico é mantido por um período de t=700h e então é reduzido
linearmente para 0,0 “C em t=1800h. Observe quediferentes variações de amplitude
e durações de fonte de calor podem ser facilmente implementadas usando o modelo
presente.
A resposta no domínio do tempo para os receptores [Receptor 1 (0,05 m, 0,05
m), Receptor 2 (0,80m, 0,0 m), Receptor 3 (1,15 m, 0,0 m), Receptor 4 (2,95 m, 0,0
m)], localizados nos planos z = 0,0m e z = 0,5m, está ilustrada na FIGURA 36. Nos
momentos iniciais, todos os receptores apresentam temperaturas nulas,
correspondentes às condições iniciais prescritas para o problema. Depois que a fonte
começa a emitir energia em t=500h, a temperatura em todos os receptores aumenta
progressivamente e aqueles localizados em z=0,0m mostram um aumento na
temperatura mais cedo que aqueles no plano z=0,5m. O receptor mais próximo da
fonte (Rec.3 no plano z=0,0m) é o primeiro a registrar uma mudança na temperatura
e registra uma temperatura máxima mais alta durante o domínio do tempo em estudo
do que os outros receptores, para ambos os casos. Nos receptores 1 e 4, localizados
no plano da fonte, que estão mais longe da fonte, a temperatura aumenta suavemente
e seu máximo é alcançado posteriormente (quando a fonte de energia não está mais
emitindo energia), o que significa que a energia ainda está se espalhando para as
áreas com temperaturas mais baixas para atingir o equilíbrio energético, que seria
alcançado apenas para t=oo. Esses receptores registraram um valor máximo de
temperatura inferior ao obtido nos receptores 2 e 3. Isso pode ser explicado pelo fato
de estarem mais distantes da fonte e por 9, e 9), possuírem difusividade térmica maior
que a do Meio O, fazendo com que a energia se espalhe mais rapidamente por eles.
É possível notar que em z=0,0m e z=0,5m, quando o Caso 1 é
modelado, os receptores registram temperatura máxima mais alta do que os mesmos
receptores no Caso 2. Pode-se concluir que a presença da velocidade de convecção
pode ter uma influência considerável nas respostas.
Na FIGURA 37, 38 e 39, uma série de instantâneos em t=784h, 1624h e
2438h, respectivamente, exibem o campo de temperatura (como gráficos de contorno)
ao longo de uma grade transversal de receptores colocados em z=0,0m, z=2,5m e
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x=0,0m, no mesmo Meio O homogêneo infinito contendo as duas inclusões para o
Caso 1 (apenas condução) e Caso 2 (condução e convecção).
Em t=784h (FIGURA 37), a fonte de calor já havia começado a emitir energia
e a potência ainda estava aumentando. Neste momento, na FIGURA 37a (Caso 1 e
Caso 2) é possível notar uma perturbação causada pela presença das inclusões cuja
difusividade térmica é maior que a do Meio O e a temperatura registrada próximo à
fonte é maior do que nas posições mais distantes. Analisando os resultados
calculados na grade de receptores localizados em z=2,5m na FIGURA 37b (Caso 1),
as temperaturas mais altas são registradas na primeira inclusão. Esse comportamento
é explicado pelo fato de a propagação do calor ocorrer principalmente no meio mais
condutivo. Na FIGURA 37b (Caso 2), embora 1, seja mais condutiva, a presença da
convecção radial faz com que a energia se espalhe mais rapidamente ao longo dela
na direção radial causando uma queda de temperatura nesta inclusão. Também é
possível notar este comportamento na FIGURA 37c (Caso 1) e (Caso 2).
Com o tempo, a energia continua a se espalhar por todo o domínio dos
receptores, gerando um aumento progressivo da temperatura. Para t=1624h (Fig.
37b), este aumento é visível em todas as grades de receptores para ambos os casos
na FIGURA 38. Comparando as Figuras em z=0,0m e z=2,5m, as temperaturas são
maiores em z=0,0m, pois a fonte ainda está emitindo energia.
Quando a fonte para de emitir energia, esta continua a se espalhar pelo
domínio até atingir o equilíbrio. Em t=2438h (FIGURA 39), a fonte já parou de emitir
energia e é possível observar que os receptores colocados mais distantes da fonte de
calor ainda apresentam alguma elevação de temperatura, enquanto os mais próximos
já apresentam queda de temperatura. Nesta figura, em todas as grelhas, é fácil
visualizar uma queda de temperatura na inclusão 1 causada pela presença de
convecção nela. Analisando os resultados, o sistema apresentou um comportamento
consistente com o que era esperado.
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FIGURA 36 — TEMPERATURAS NO RECEPTOR 1 (LINHA AZUL), RECEPTOR2 (LINHA VERDE)
E RECEPTOR 3 (LINHA LARANJA) E RECEPTOR4 (LINHA VERMELHA) PARA DIFERENTES z-
COORDENADAS:a) z=0,0m; c) z=0,5m.
 Somente condução (Caso 1) Condução e convecção (Caso 2)
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 37 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARÍTMICA PARA O CASO 1 (SOMENTE CONDUÇÃO)E CASO 2 (CONDUÇÃO E
CONVECÇÃO) EM t=784h: a) z=0,0m; b) z=2,5m; c) x=0,0m.
 
t=784h










    c) x=0,0m
FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 38 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARÍTMICA PARA O CASO 1 (SOMENTE CONDUÇÃO) E CASO 2 (CONDUÇÃO E
CONVECÇÃO) EM t=1624h: a) z=0,0m:;b) 2=2,5m; c) x=0,0m.
 
t=1624 h










   c) x=0,0m   
FONTE: O autor(2021).
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FIGURA 39 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
t=2438h
LOGARÍTMICA PARA OCASO 1 (SOMENTE CONDUÇÃO) E CASO 2 (CONDUÇÃOE
CONVECÇÃO) EM t=2438h: a) z=0,0m:;b) Z=2,5m: c) x=0,0m.













c) x=0,0m  
FONTE: O autor (2021).
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8 CONCLUSÕES
Modelos numéricos usando o método dos elementos de contorno juntamente
com soluções analíticas foram propostos para resolver a difusão transiente de calor
por condução e problemas que consideram condução e convecção em um meio
contendo subdomínios confinados formados por sistemas cilíndricos de várias
camadas. A formulação apresentada permite o cálculo do campo de calor dentro e
fora dessas inclusões de multicamadas sem discretizar totalmente todas as interfaces
internas entre as camadas, como seria necessário em uma formulação do MEC
clássica e, portanto, melhora a eficiência do algoritmo. Isso é alcançado incorporando
as soluções analíticas para cada inclusão como funções de Green na formulação
MEC.
Neste estudo, a variável dependente do tempo é removida aplicando uma
transformada de Fourier que permite que o problema seja resolvido no domínio da
frequência. A solução proposta para a transferência de calor transiente é calculada
para uma ampla faixa de frequências e números de onda axiais, e as séries temporais
são então obtidas por meio da transformada inversa (rápida) de Fourier em espaço-
tempo. O campo de calor foi estabelecido impondo a continuidade de temperatura e
fluxos de calor em contornos virtuais colocados a uma certa distância dos
subdomínios heterogêneos.
Foram desenvolvidos códigos para problemas com uma fonte de calor e
domínio externo infinito, com condições iniciais iguais a zero, onde foi adotada uma
abordagem em 2,5D que permite a simulação de fenômenostridimensionais através
de um somatório de soluções 2D mais simples com diferentes números de onda
espaciais. Nesses casos foram consideradas a condução e posteriormente condução
e convecção em simultâneo. Foram estudados também problemas bidimensionais
para inclusões em um domínio finito com condições iniciais diferentes de zero
envolvendo somente o fenômeno de condução.
Os modelos propostos foram implementados e verificados comparando suas
soluções com respostas de referência, encontrando uma boa concordância entre os
resultados e boa estabilidade numérica, onde os resultados melhoraram para maiores
refinamentos apresentados. Esta estratégia de acoplamento proposta pode ser
estendida a problemas com diferentes geometrias onde soluções analíticas existem
ou podem ser definidas. Exemplos numéricos foram utilizados para ilustrar a
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aplicabilidade dos modelos propostos. A análise das respostas de temperatura no
domínio do tempo mostrou-se consistente com a física do problema, e os resultados
calculados para as simulações mostraram a importância das heterogeneidades dentro
dos modelos, uma vez que os resultados térmicos diferem dependendo das
propriedades do material das inclusões. Assim, pode-se concluir que estas
ferramentas numéricas desenvolvidas são consistentes e se mostram promissoras
para aplicações de engenharia.
8.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS
Esse trabalho apresenta a potencialidade dos modelos desenvolvidos que
poderiam ser adaptados para diferentes aplicações, eventualmente mais complexas.
Nesse contexto, apresentam-se algumas sugestões de estudos futuros, com base nos
conhecimentos adquiridos durante o desenvolvimento desta tese:
a) Os modelos aqui desenvolvidos possuem geometria constante ao longo
de uma direção. A sua adaptação para modelos que considerem uma
variação de secção transversal ao longo do seu eixo pode serinteressante
para alguns problemasfísicos, como é o caso de furos de prospecção, que
possuem uma secção transversal constante somente até à profundidade
da furação.
b) Adaptação dos estudos desenvolvidos para problemas com diferentes
configurações. Nesse exemplo a formulação analítica possui geometria
cilíndrica de multicamadas, poderiam ser usadas soluções analíticas com
outras geometrias a serem acopladas com o MEC.
c) Adaptação dos modelos propostos nesta dissertação para o âmbito de
propagação de ondas em meio acústicos e elásticos, onde seria possível
o estudo do campo tridimensional de ondas gerado por uma por uma fonte
dilatacional pontual localizada em um meio sólido ou fluido.
d) Para este trabalho, admitiu-se que todos os materiais que constituem os
sistemas são isotrópicos e homogêneos. A possibilidade de modelação de
materiais anisotrópicos e/ou de meios com velocidade variável expandiria
a aplicação dos modelos propostos através da utilização de soluções
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fundamentais para meios com propriedades térmicas ou velocidade
variáveis.
Comparação dos resultados obtidos pelos códigos desenvolvidos com
respostas obtidas através de análise experimental. A implementação de
ensaios experimentais poderá validar na prática os modelos
desenvolvidos e permite o estudo da influência de variáveis não
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